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PARTE PRIMA 

GEOMETRIA A QUATTRO DIMENSIONI. 

L* Oggetto di questa prima parte, è la trattazione ordinata e sistematica della 
geometria euclidiana a quattro dimensioni, sulla base della ordinaria geometria a due 
ed a tre dimensioni, la cui conoscenza è la sola che io richiegga dal lettore. Sta- 
bilisco Tortogonalità degli elementi, in un modo difTerente da quello che ha seguito 
il Ch. Prof. Veronese, per non costringere il lettore ad uscire dal campo della 
geometria affatto elementare. Credo non far cosa inutile ; ma suirutilità vera del 
mio lavoro, come pure della sua riuscita, lascio giudicare ai geometri. 

1. 

Prenozioni. 

r Come Tambiente a tre dimensioni contiene punti rette e piani , così Tarn- 
biente a quattro dimensioni , assunto come spazio fondamentale , oltre i detti ele- 
menti contiene anche spazj a tre dimensioni che sono per esso, quello che sono i 
piani per l'ambiente a tre dimensioni. Nel nuovo ambiente, come neirordinario, due 
punti determinano una retta unica , e tre punti , un piano unico. Ecco come si 
giunge al concetto dello spazio a tre dimensioni, posto nel nuovo ambiente. S* im- 
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magmi un piano ed un pur^to esterno al medesimo. Una retta si muove intorno al 
detto punto intersecando il piano e percorrendolo tutto da punto a punto ; il luogo 
di questa retta è un ambiente a tre dimensioni ; questa genesi è Y estensione di 
quella del piano che si dà, nella geometrìa ordinaria, e concorda, mutando le pa- 
role, con quella del Prof. Yeronese che deduce gli spazii l'uno dall'altro mercè 
le operazioni del projellare e segare. Dalla stabilita genesi emerge che uno spazio 
a tre dimensioni si estende ali* infinito ed ivi possiede un piano che sta immerso 
in quello spazio a tre dimensioni, posseduto air infinito dallo spazio fondamentale 
a quattro dimensioni. 

2'' Poiché in questa prima parte del mio studio non esco dalle quattro dimen- 
sioni, mi si permetta di rappresentare, al solito, i punti con lettere latine maiuscole, 
le rette con latine minuscole, i piani con lettere greche minuscole. Per gli spazj a 
tre dimensioni adotterò le lettere greche maiuscole. Volendo adottare una sola let- 
tera di ciascuna specie, adoprerò gli indici per distinguere l'uno dall'altro gli elementi 
della stessa specie. Stabilisco una volta per sempre che il simbolo X2.^ rappresenti 
lo spazio all'infinito di tre dimensioni, che è posseduto dall'ambiente fondamen- 
tale. All'uopo aggiungerò altri simboli. 

3^ Uno spazio T separa Fambiente fondamentale in due regioni distinte. Una 
porzione di T può scorrere in T con perfetta aderenza senza condizioni restrittive 
di orientamento. Una retta che ne congiunge due punti A e B vi giace per intero. 
Infatti se ad eccezione dei punti A e B , gli altri interposti , fossero esterni allo 
spazio T, fatto un ritaglio in T, tutto all' ingiro di quel segmento rettilìneo che, per 
supposto occupa una delle regioni in cui T divide Io spazio fondamentale, si potrà 
rimettere la porzione tolta, in guisa che ricadendo A e B sulle loro tracce, il seg- 
mento rettilineo vada nell'altra regione ; ma cosi facendo lo spazio T rimane rein- 
tegrato, e la retta è tornata al suo posto ; essa dunque occuperebbe entrambe le 
regioni che sono pure separate dunque, etc. (Veggasi il mio Saggio di Geometria 
rigorosa pag. 34). Consegue da ciò che una retta non può segare uno spazio T 
che in un punto. 

4^ Se un piano a ha tre punti A B C in uno spazio T, sarà tutto compreso in 
quello spazio. Infatti si troveranno in quello spazio comprese per intero le rette 
AB BC CA (3) vale adire tutti i loro punti, per quanto prolungate. Se tutti gli altri 
punti di quel piano fossero esterni a T, occuperebbero esclusivamente Tuna delle 
due regioni in cui T divide Io spazio fondamentale. Fatto allora il ritaglio del solido, 
si potrà rimetterlo a posto in modo che l'uno dei vertici, per esempio A, rimanga 
al suo posto e che il Iato AB prenda la direzione di AC, ed il lato AG prenda la 
direzione di AB ; i punti B e C cadranno in altri due punti B, e Cf che staranno 
ancora in T ; ma tutti gli altri punti di a saranno entrati nell'altra regione. Eppure 
lo spazio T fu reintegrato, ed il piano è tornato dove era prima. Ne verrebbe che 
quei punti in quistione dovrebbero trovarsi simultaneamente in entrambe le regioni 
in cui r separa lo spazio fondamentale, e ciò è assurdo. Ne consegue che un piano 
a sega uno spazio ^ in una retta. 
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5* Due spazj T(*> T^*^ si segano in un piano a. Si segheranno certamente in una 
superficie. Supponiamo che questa superficie non sia un piano; potremo sempre 
segarla con un piano a che apparterrà ad entrambi gli spazj T^*) T^^) perchè ha più 
di due punti in entrambi. Ora tutte le rette che congiungono i punti di quella su- 
perficie con quelli del piano a, staranno, per le dette ragioni, in entrambi quegli 
spazj e formeranno una serie quadruplicemente infinita, cioè uno spazio solo a tre 
dimensioni, locchè vorrebbe dire che quei due spazj diverrebbero uno spazio solo, per- 
chè non sarebbe possibile condurre una retta nell'uno che non fosse anche nelFaltro, 
dunque il teorema è dimostrato. Ne consegue che tre spazj T^') x^*) T^») si segano 
in una retta, e quattro spazj in un punto. Ne consegue pure che due piani si se- 
gano in un punto, generalmente parlando , perchè ognuno di essi è 1* intersezione 
di due spazj a tre dimensioni. 

6® Dalle cose premesse si viene a conoscere che se due spazj T<*> T^*\ hanno 
più di tre punti in comune che non sieno in uno stesso piano, si riducono ad uno 
solo, cioè che quattro punti i quali non sieno in uno stesso piano, determinano uno 
spazio r. Ed anche che due rette situate comunque nell* ambiente fondamentale , 
sono in uno spazio T perchè si possono prendere due punti suIFuna e due punti 
suiraltra. Ne consegue pure che due piani aventi in comune una retta, determinano 
uno spazio T. Infatti lo spazio determinato da uno di essi piani e da un punto del- 
l'altro contiene tutto questo secondo piano, perchè oltre quel punto preso, ne con- 
tiene una retta che non passa per esso, ossia altri due punti (4). Si può quindi sta- 
bilire come altra genesi d'uno spazio T la seguente: Un piano che si move intorno ad 
una retta, incontrandone sempre un* altra che non è in uno stesso piano colla prima, 
genera uno spazio T. Possiamo anche dire : un piano ed un punto esterno deter- 
minano uno spazio T , ed anche, tre rette che divergono da uno stesso punto , 
senza essere in uno stesso piano , sono in uno spazio T. 

7® Possiamo mostrare, oltre la specie deli' intersezione di due elementi, anche 
la necessità che avvenga questa intersezione, quando questa necessità sussiste ve- 
ramente e ciò nel modo che segue: P Due spazj T^')T<*) possiedono due piani aC- 
r infinito, ambo giacenti nello spazio ^^ e quindi incontrantisi in una retta ; dunque 
quei due spazj comunque presi, posseggono una retta air infinito in comune, dunque 
si segano sempre e necessariamente in un piano. 2® Un piano oc ed uno spazio T, 
posseggono ali* infinito una retta ed un piano che giacciono entrambi nello spazio 
ii„, dunque posseggono in comune un punto air infinito, dunque si segano sempre, 
e necessariamente, in una retta. 3^ Tre spazj posseggono all'infinito tre piani che 
stanno in n^ e che, generalmente , si segheranno in un punto, dunque quei tre 
spazi posseggono un punto air infinito, dunque, in generale, si segano in una retta, 
locchè deriva anche dalla considerazione precedente. Però se quei tre piani alHn- 
finito si segassero in una retta, i tre spazj si segherebbero in un piano. É già evi- 
dente, per le cose che precedono, che per un piano passa una serie semplicemente 
infinita di spazi T, e i loro piani all'infinito formano un fascio. Che rma retta a 
incontri necessariamente uno spazio T, e lo incontri in un punto , deriva dal se- 
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guente ragionamento : qualunque piano si faccia passare per quella retta, esso incon- 
trerà, necessariamente, lo- spazio T in una retta, per le cose or ora dette ; dunque 
questa retta ed a si incontreranno necessariamente perchè sono in un piano, dunque 
a incontrerà necessariamente T e lo incontrerà in un punto perchè due rette in un 
piano si incontrano in un punto. Viene da ciò che quattro spazj comunque presi 
si incontrano in un punto perchè una retta è 1* intersezione di tre spazj. e che due 
piani si incontrano necessariamente in un punto, perchè ognuno di essi è T inter- 
sezione di dne spazj. 

4-3 

8® Quattro spazj T<*) T^*) 1^»^ T^*^ comunque presi danno origine a -^ = 6 piani 

IO, 2 
ed a -sTo" = * rette passanti per l'unico punto comune ai quattro spazj. Per ognuna 

di quelle quattro rette, passano tre piani, e la figura complessiva è il quadrispi- 
golo completo della geometria a quattro dimensioni, nel quale due piani opposti si 
incontrano in un punto, e due consecutivi in una retta. I due piani diagonali vanno 
considerati come opposti. Segando questa figura con uno spazio T, che può essere 
anche xi^ si ottiene un quadrilatero sghembo le cui diagonali non si segano. 

9® Una retta ed un piano non si segano necessariamente. Se una retta ed un 
piano si incontrano, determinano uno spatio T; ora sia a questo piano, una retta, 
qualunque sia, sega T in un punto che non è, per necessità, un punto di a. 

10® Siccome tre punti determinano un piano , potrebbe parere che per due 
punti, cioè per una retta, passasse una serie semplicemente infinita di piani ; ma 
non è vero ; vi passa invece una serie doppiamente infinita di piani. Infatti si con- 
sideri una retta a ed un piano a da essa non incontrato ; ogni punto di a deter- 
mina con a un piano unico; ma il piano a è una serie doppiamente infinita di punti 
dunque tutti i piani che passano per a, dovendo incontrare a, ciascuno in un punto 
formano una serie doppiamente infinita. Nella stereometria avviene un fatto analogo; 
invero poiché una retta è determinata da due punti , parrebbe che per un punto 
dovesse passare una serie semplicemente infinita di rette ; ma non è vero ; ve ne 
passa invece una serio doppiamente infinita, perchè nello spazio a tre dimensioni, 
assunto come spazio fondamentale, una retta ed un piano qualunque, si incontrano 
necessariamente , ed essendo sempre un piano una serie doppiamente infinita di 
punti le rette che passano per il punto dato esterno ad esso, dovendo sempre in- 
contrarlo, formano una serie doppiamente infinita. 

11® Lo spazio a quattro dimensioni è una serie quadruplicemente infinita di 
punti e di spazi a tre dimensioni. Di questi per un punto ne passa quindi una serie 
triplicemente infinita. Per un punto passa anche una serie quadruplicemente infinita 
di piani, perchè dato uno spazio Y ed un punto esterno P, ogni piano che passa 
per P sega T in una retta ed è T una serie quadruplicemente infinita di rette. Per 
una retta passa una serie doppiamente infinita di spazi Y. 

12® Date tre rette in qualsivoglia maniera, si può collocare sulle medesime una 
retta unica. Infatti sieno a 6 e le tre rette, esse danno' origine ai tre spazj T^^^ == (ab); 
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rt*) = (ac) ; T^*> = (6c), i quali si segano in una sola retta. (5°) (1*). Questa retta 
si appoggia su tutte e tre le date perchè a due a due quegli spazj passano per 
una di quelle rette date, e perciò vi passano i tre piani che essi determinano. 

13^ Dati tre piani in qualunque maniera, vi è un piano unico che li sega lungo 
tre rette. Sieno a p y i tre piani, essi danno origine ai punti P^*^ = (a?) ; P^*^ = (a^); 
p(s) = (g^)^ determinanti un piano unico. Dico che questo piano sega i tre dati 
lungo tre rette. Infatti le tre coppie che si fanno con quei tre punti stanno rispet- 
tivamente su quei tre piani, e quando un piano ha due punti comuni con un altro , 
lo sega in una retta. 

II. 
Parallelismo. 

14^ Due spazj sono paralleli quando i loro piani alF infinito si confondono in 
uno solo. Una retta ed uno spazio sono paralleli quando il punto air infinito della 
retta è sul piano all'infinito dello spazio. Un piano ed uno spazio sono paralleli 
quando la retta all'infinito del piano è sul piano all'infinito dello spazio. Due piani 
sono paralleli quando il loro punto d* incontro è a distanza infinita ; le due rette 
airinfinito che essi possedono, sono generalmente disgiunte nello spazio ^^, quando 
però esse hanno un punto comune, avviene allora T indicato parallelismo che io 
reputo generale; nel caso che queste due rette si confondano in una sola, allora 
i piani sono pure paralleli , ma sono in quella giacitura particolare , nella quale 
possono essere accolti da uno spazio T (n^ 6). 

15^ Se due spazi 1^*^ T^*^ sono paralleli ad un terzo spazio T^'^, saranno pa- 
ralleli fra di loro. Siano a^^*^a^<*^a^^') i loro piani all'infinito; poiché a^<'\a^^*) 
coincidono con a^^^\ coincideranno fra loro. 

16® Se due spazi T^'^ T^*^ sono paralleli, un terzo spazio T^'^ li sega in due 
piani paralleli nella giacitura particolare. Infatti lo spazio T^^^ contiene i due piani 
d'intersezione, questi si segheranno dunque in una retta (n^ 6). Se questa retta 
poi non fosse a distanza infinita, i due spazi che l'avessero in comune non sareb- 
bero paralleli. 

n® Tre spazi paralleli segano due rette, comunque poste, in parti proporzio- 
nali. Infatti quelle due rette determinano uno spazio T che sega in tre piani pa- 
ralleli, quei tre spazi per cui questi tre piani paralleli, e quelle due rette, essendo 
nello spazio T, si ricade nel noto teorema deirordinaria stereometria. 

18® Se un piano a è parallelo ad uno spazio T, qualunque spazio T^^) che passa 
per a, sega T in un piano parallelo ad a e che chiameremo a(^\ 

Perchè a ed a^^^ sono sempre in uno spazio T^^^ e se si incontrassero in una 
retta posta a distanza finita , questa apparterrebbe ad a ed a T ; ma essi si se- 
gano io una retta situata all'infinito, dunque etc. 

19^ Se in uno spazio T vi sono due piani paralleli a(^> a^') tutti gli spazi che 
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passano per essi si segano in piani paralleli ad a^*) e ad a^*^ e paralleli a T. In- 
fatti sieno T<*) , T<*> due spazi passanti rispettivamente per a^*> ed a^*) e sia a^'^ il 
piano in cui si segano, se a^*) non è parallelo ad a<'> e ad a(*\ li incontrerà, cia- 
scuno in una retta, perchè si trova con essa in uno stesso ambiente a tre dimen- 
sioni ; ne verrebbe dunque che lo spazio T sarebbe segato da un piano esterno in 
due rette, locchè è assurdo ; dunque è parallelo a quei due piani. Deve quindi es- 
sere parallelo anche allo spazio T , perchè se lo incontrasse a distanza finita , lo 
incontrerebbe in una retta che a sua volta incontrerebbe a distanza finita quei 
due piani. Quest'ultima ragione serve anche a provare che se un piano è parallelo 
ad un altro (anche nel senso generale) che sta in uno spazio, è parallelo a quello 
spazio. 

20^ Se un piano a è parallelo ad uno spazio T, un nuovo spazio T^^^ sega questi 
due elementi in una retta b ed in un piano ^ fra loro paralleli. Intanto 6 e ^ 
debbono necessariamente incontrarsi perchè si trovano in uno stesso spazio T^^^ ; 
ma questo incontro non può nascere a distanza finita, perchè allora a e T avreb- 
bero in comune qualche punto a distanza finita mentre per dato sono paralleli. 

21® Sia T uno spazio ed a un piano parallelo al medesimo, P un punto esterno 
ad entrambi ; per P ed a si costruisca lo spazio T^*) , dico che qualunque piano 
esistente in T^*) sega T ed a in due rette parallele. Infatti esse sono in uno stesso 
piano e non hanno in comune alcun punto a distanza finita, altrimenti lo avreb- 
bero in comune anche T ed a. 

22^ Se due piani a^'^ a^*) sono paralleli (nel senso generale) e per un punto 
P esterno ad entrambi si conducano gli spazi (a^*)P; (a^*)P) questi si segheranno in 
un piano a^^^ che segherà a^*^ a^*^ in due rette parallele. Infatti questo piano pas- 
serà per il punto (a^*) a^'^)oo ® poiché si trova con ciascuno dei piani a^*^ a^*) in uno 
spazio a tre dimensioni, deve segarli, ciascuno in una retta, e le due rette deb- 
bono passare per quel punto (a^*^ a^^^^^o ^ quindi debbono essere parallele. 

23^ Nella geometria a tre dimensioni , quando due piani sono paralleli , un 
piano che li attraversi , li sega in due rette parallele. Nella geometria a quattro 
dimensioni , un piano comunque preso li incontra , ciascuno in un punto, ma se 
passa per quel punto che essi hanno in comune alFinfinito, può non incontrarli più, 
e si direbbe parallelo ad entrambi nel senso generale, ma perchè li seghi in due 
rette parallele, è d*uopo che esso sia Tintersezione di due spazi passanti per quei 
due piani dati. Uno spazio qualunque li sega in due rette le quali, generalmente 
parlando, non sono neppure in uno stesso piano. 

24® Se un piano sarà parallelo ad uno spazio T, sarà parallelo a tutti i piani 
di T, ma non a tutti nello stesso modo. Infatti la sua retta all'infinito sega ciascuna 
retta all'infinito dei piani di T, e quindi è parallela, nel senso generale a tutti i 
piani di T ; ma quelli tra i piani di T le cui rette all'infinito coincidono con quelle 
di a, sono paralleli ad a nel senso particolare. 

25*^ Per un punto P, preso fuori d'uno spazio T, non si può condurrò a Y che 
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uno spazio parallelo. Perchè P ed ««> determinano un unico spazio T^*^, essendo 
a^j il piano allinfinito di Y. 

26® Due piani paralleli ad uno spazio sono paralleli fra loro in tutte due Io 
maniere. Perchè le loro rette airinQnito, stanno sul piano airinQnito dello spazio, 
quindi o si segano, ed allora i due piani sono paralleli in senso generale, o coin- 
cidono, ed i due piani saranno paralleli in senso particolare. 

21® Se una> retta è parallela ad un piano, tutti i piani che passano per essa 
saranno paralleli a quel piano ; ma siccome la retta data ed il piano dato, deter- 
minano, per la stabilita condizione fondamentale, uno spazio T, si potrà condurre 
in questo spazio per la retta data, un solo piano che sia parallelo al dato , e che 
lo seghi in una retta airinfinito. 

III. 

Dualità. 

28® Abbiamo veduto che quattro punti, comunque presi, determinano uno spa- 
zio T, e che quattro spazi T^*) T^*^ T^*) T^*), comunque presi determinano un punto. 
Dunque il punto e lo spazio si corrispondono per dualità. Due spazi determinano 
un piano, i due punii che corrispondono a quei due spazi, determinano una retta, 
la retta ed il piano hanno perciò corrispondenza di dualità. 

Poiché tre spazi, comunque presi, determinano una retta, i tre punti corri- 
spondenti a quei tre spazi determinano un piano, ed anche così si mostra la cor- 
rispondenza di dualità fra la retta ed il piano. Se tre spazi passano per uno stesso 
piano, i tre punti che loro corrispondono passano per una medesima retta che è 
la corrispondente di quel piano. A due piani incontrantisi in un punto, corrispon* 
dono due rette che stanno in uno spazio T corrispondente di quel punto. Sé i due 
piani si incontrassero in una retta, le due rette corrispondenti, sarebbero in un 
piano che è il corrispondente di quella retta. Ai piani che passano per uno stesso 
punto, corrispondono rette che stanno in uno stesso spazio. Ai piani che passano 
per una stessa retta , corrispondono rette che stanno in uno stesso piano. Agli 
spazi che passano per una stessa retta, corrispondono punti che stanno in un me- 
desimo piano. 

I due teoremi dimostrati ai numeri 12^ e 13°, si corrispondono per dualità* 
Tediamone qualche altra coppia. 

29** Dati due piani a^^> a^*^ ed un punto P esterno, per quel punto si può con- 
durre un piano unico ^ che li seghi in due rette. Questo piano passerà per il] punto 
(a^*) a^*)). Infatti i due spazi (Pa^*^) (Pa^*^) si segano in un piano unico che passa 
per quel punto (a^*^ a^^^) e sega i piani in rette. 

30® Date due rette a^^^ a^^^ ed uno spazio T , si trova in quello spazio una 
retta unica che sega le due date, e che perciò giace nello spazio (a(*) a^*)). 
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Infatti i due punti (T a,) (T a^ danno origine ad una retta unica , e quei due 
punti appartengono evidentemente alle due date. 

IV. 
Ortogonalità. 

31^ Per un punto P d*una retta a, si può condurre alla medesima una doppia 
infinità di piani ortogonali. 

Infatti per quella retta a passa una doppia infinità di spazi T ed in ciascuno 
si può condurre ad a, un unico piano ortogonale ; dunque il luogo di tutti i piani 
ortogonali alla a nel suo punto P è costituito da questa doppia infinità di piani. 

32^ Due piani a e ^ perpendicolari alla a nel suo punto P si segano in una 
retta. 

Infatti per a e per a facciamo passare lo spazio T^ : per a e per §, lo spazio 
T, ; questi due spazi si segano in un piano y che si segherà con a e con ^ nelle 
due rette m ed n passanti per P. Dunque nel piano y si troverebbero due rette 
m ed n perpendicolari alla a nel suo punto P ; ma ciò è assurdo ; dunque queste 
due rette coincidono in una sola, e poiché appartiene dessa ad entrambi i piani 
a e ^, si concluderà che quei due piani si segano in una retta, cioè che stanno 
in uno spazio T. 

33® Tutti i piani giacenti in T e passanti per P sono perpendicolari ad a. 

Infatti ognuno di essi sega a e ^ in due rette m ed n che riescono perpen- 
dicolari ad a, ed in pari tempo determina con a uno spazio T| unico in cui stanno 
la a e quelle due rette m ed n formanti un piano al quale la a è perpendicolare. 

34® La serie dei piani che passano per P e riescono perpendicolari alla a, è 
uno spazio T. 

Infatti, come vedemmoi due di essi determinano uno spazio T, e vedemmo an- 
che che formano una serie doppiamente infinita unica. Si è poi veduto al n^ 33 
che tutti i piani giacenti in T e passanti per P , sono pure perpendicolari alle a 
in P ; essi poi formano, come è notissimo, una serie unica, doppiamente infinita , 
dunque le due serie considerate sono una medesima cosa. 

3S^ Por una qualsivoglia retta a del piano a, sì può condurre una infinità sem- 
plice di piani perpendicolari ad a, la qual serie costituisce uno spazio T. 

Infatti, per a passa una infinità semplice di spazi T, ed in ciascuno di essi 
possiamo erigere per a un piano unico perpendicolare ad a ; dunque avremo una 
infinità semplice di piani passanti per a perpendicolarmente ad a , consideriamo 
ora due di questi piani che chiameremo § e y > ogni retta condotta in a per un 
punto di a perpendicolarmente ad a, sarà perpendicolare ad entrambi ed a tutte 
lo loro rette che passano per il piede di quella perpendicolare ; ma questa ultima 
retta sarà altresì perpendicolare a tutti i piani che passano per a e stanno nello 
spailo Y determinato dai piani p e y e ciò in virtù del n® 34. Ora tutti questi 



Digitized by 



Google 



)(9)( 

piani formano una serie semplicemente infinita che è unica ; e perciò coincide to- 
talmente colla serie considerata. 

36^ Per la retta a comune a due piani, passa un piano unico perpendicolare 
ad entrambi. 

Siene invero a e ^ i due piani : per la retta a passa uno spazio unico T, per- 
pendicolare ad a, ed uno spazio unico Tj perpendicolare a ^. Questi due spazi si 
segano in un piano solo passante per a e perpendicolare tanto ad a quanto a ^. 

31^ Per un punto della retta a comune ai due piani a e ^ si può condurre 
una retta unica perpendicolare ad entrambi. 

Infatti, sia P questo punto della a; si conduca per a il piano perpendicolare 
ad entrambi i piani dati, e per P si potrà sempre condurre, in questo piano, la 
perpendicolare alla a che sarà, cosi, perpendicolare ai piani dati ed unica. 

38® Per un punto P d'uno spazio Y si può sempre elevare al medesimo una 
perpendicolare ad una sola. 

Perchè si può sempre per il punto P condurre due piani in T. che si seghe- 
ranno in una retta, e sarà unica la perpendicolare che sarà condotta a quei piani 
nel punto P ; essa sarà perpendicolare a tutti i piani ed a tutte le rette che stanno 
in T e passano per P. 

39* Se una retta a è perpendicolare ad uno spazio T , tutti i piani che pas- 
sano per essa saranno pure perpendicolari a T. 

Infatti sia a uno di questi piani condotto per a e sia m la retta secondo la 
quale esso sega T, si conduca per m in T un piano qualsivoglia , quella retta a 
gli sarà perpendicolare, dunque, per un teorema di stereometria, questo piano ed 
il piano a, saranno fra loro ortogonali qualunque sia la posizione del piano a pas- 
sante per a. 

40^ Due rette perpendicolari ad uno spazio T, sono in uno stesso piano e non 
8* incontrano (parallele). 

Invero, se cosi non fosse determinerebbero uno spazio T2 segante T in un piano 
a, al quale quelle due rette sarebbero perpendicolari, ed allora, per un teorema 
di stereometria, sarebbero anche parallele. 

41® Se di due rette parallele, Tuna è perpendicolare ad uno spazio T. anche 
l'altra sarà perpendicolare al detto spazio, 

Facciamo passare per essa uno degli infiniti spazi T, ; esso segherà T in un 
piano chiuso in T, colle stesse due rette, per cui si verifica il noto teorema ste- 
reometrico. Tutte le rette perpendicolari ad uno stesso spazio Y sono parallele. 

42® Per una retta a d'uno spazio Y si può condurre al medesimo un piano 
perpendicolare ed uno solo. 

Invero per due punti arbitrari di quella retta si eleveranno sempre due per- 
pendicolari , e queste saranno in un piano per il n^ 46® ; questo piano poi , sarà 
perpendicolare allo spazio Y pel n® 42^. 

43® Se la retta a è perpendicolare allo spazio Y, ed in questo spazio trovisi 
il piano a, conducendo dal piede P di questa perpendicolare, la perpendicolare PQ 
voi. xxiu. 2 
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al piano a, coiigìungcndo poi il punto Q con qualsivoglia punto M della primitiva 
perpendicolare a, sarà anclic MQ perpendicolare al piano a. 

Infatti per il piano del triangolo MPQ si faccia passare uno degli infiniti spazi 
T, che segherà T in un piano passante per Q, ed a in una retta m passante per 
Q, e variante di posizione con T, ; allora in T^ avremo un piano p , la sua per- 
pendicolare MP, e nel piano la retta m, colla PQ che le è perpendicolare, dunque 
per un teorema di stereometria, anche MQ sarà perpendicolare alla m ; ma fa- 
cendo variare Y, cambia la m passante per Q e rimanendo PQ ancora perpendi- 
colare alla nuova m, sarà HQ perpendicolare al piano a. 

44*^ Viceversa: Se sono: a perpendicolare a T , MP perpendicolare a T ed 
MQ perpendicolare al piano a giacente in T, sarà anche PQ perpendicolare ad a. 

Perchè potremo sempre per i tre punti M , P , Q condurre uno degli infiniti 
spazi lineari che diremo T^ ed in esso troveremo tutta la figura con cui si dimo- 
stra il noto teorema stereometrico inverso del precedente. 

45*^ Da un punto P, preso fuori d'uno spazio T si può sempre condurre al me- 
desimo una perpendicolare, ed una sola. 

Infatti si prenda in Y un piano a e da P si conduca al medesimo. la perpen- 
dicolare PQ ; indi da Q, nello spazio T, si conduca ad a la perpendicolare; ora 
nel piano determinato da queste due perpendicolari, si potrà sempre dal punto P 
dell'una condurre la perpendicolare alFaltra, e sarà una sola. 

46® Per una retta esterna ad uno spazio T si può condurre a T un unico piano 
perpendicolare. 

Infatti presi due punti P e Q sulla a. da ciascuno di essi si abbasserà allo 
spazio r una perpendicolare unica, e le due perpendicolari saranno in uno stesso 
piano. Questo piano, per cose dimostrate, riesce perpendicolare a T e sarà unico, 
giacché per una perpendicolare sola . passa una serie semplicemente infinita di 
piani perpendicolari a Y. 

iV Chiamasi, in generale, proiezione ortogonale d*una linea in uno spazio Y, 
il luogo dei piedi di tutte le perpendicolari, condotte allo spazio Y dai rispettivi 
punti della linea stessa , od anche , il luogo del punto d' incontro dello spazio Y 
colla retta che percorre la linea data perpendicolarmente a Y. 

48® La proiezione ortogonale d'una retta in uno spazio Y è un' altra retta. 

Invero, il piano condotto per una retta a esterna a Y, perpendicolarmente a 
Y, sega Y in una retta ; dico che questa retta è la proiezione ortogonale di a in 
Y. A dimostrarlo basta provare che qualunque perpendicolare condotta da un punto 
di a, ha il piede su quella retta ; ora facendo passare per a e per quella retta 
uno spazio Y^ . esso segherà Y in un piano, ed allora il teorema è provato mercè 
considerazioni di stereometria. 

49® Se una retta a è perpendicolare ad un piano à, la sua proiezione orto- 
gonale in uno spazio Y è perpendicolare alla retta d'intersezione di Y con a. 

Poiché facendo passare uno spazio Y, per a e per a , esso segherà Y in un 
piano p che passerà per la retta (Yà), ed in questo nuovo spazio Y, si avvera il 
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noto teorema stereometrico relativo ai piani a e p, alla retta a ed alla sua pro- 
iezione ortogonale in ^. 

50^ Se da un punto P si conducono le due perpendicolari agli spazi T e T| , 
il piano di queste rette riuscirà perpendicolare a quello determinato dai due spazi. 

Infatti, ciascuna di quelle rette riesce perpendicolare al piano TT, , ben inteso 
in quella larga sì<j(nificazione per cui nella ordinaria stereometria diciamo che una 
retta perpendicolare ad un piano, è perpendicolare a tutte le rette di esso, ancor- 
ché, queste non passino per il suo piede. Ora il piano determinato da quelle due 
perpendicolari devo riuscire perpendicolare a quei due spazi per il n*" 39 dunque etc. 

51® Se un piano a è perpen<iico)are ad uno spazio T, elevando da un punto P 
della retta (Ta) la perpendicolare a questo spazio, essa giacerà nel piano. 

Supponiamo che non sia vero ; ma che sia esterna al piano a, allora per essa 
e per a faremo passare lo spazio T^ (n*^ 9), questo segherà T in un piano ^, ed 
in esso spazio Tf si troverebbe il piano §, il piano a, e la perpendicolare elevata 
da P a ^, ed allora, per cose notissime di stereometria, veggiamo che quella per- 
pendicolare deve giacere in a. 

52"* Se due piani a b (i sono perpendicolari ad uno stesso spazio T , essi si 
segheranno in una retta pure perpendicolare a quello spazio. 

Supponiamo che non sia vero ; ma che si incontrino in un punto P, il quale 
evidentemente giacerà in Y, e per il quale passeranno le due rette di intersezione 
iW d e (i con T ; se da P conduciamo la perpendicolare a T , essa per il teorema 
precedente» giacerà in entrambi i piani a e /s. 

S3^ Lo obblique eguali condotte ad uno spazio T da un punto P esterno al me- 
desimo, hanno tutte i loro piedi egualmente distanti da quello della perpendicolare 
condotta da P a T. Esse compongono un cono di rotazione a tre dimensioni, ed i 
loro piedi costituiscono una sfera ordinaria giacente nello spazio Y. Sia Q il piede 
della perpendicolare. Per la PQ passa una serie doppiamente infinita di piani (Vedi 
premesse) ed in ciascuno di questi piani si potrà condurre una obbliqua che in- 
contrerà Y in un punto X, formando il triangolo PQX rettangolo in Q. Ora se tutte 
queste obblique sono eguali, quei triangoli rettangoli sono tutti eguali perchè hanno 
un cateto comune, ed eguali le ipotenuse, quindi le QX saranno tutte eguali, ed 
i punti X, che formano una serie doppiamente infinita costituiranno una sfera ordi- 
naria che indicheremo con S^ , giacente in Y, mentre la serie doppiamente infinita 
di obblique PX comporrà un cono a tre dimensioni che indicheremo con Cj. Può 
dirsi anche che il cono di rotazione Cj è il luogo delle rette che passano per P 
formando angoli eguali colla retta PQ. 

54® Se uno spazio Y è perpendicolare a»! un segmento rettilineo AB nel suo 
punto di mezzo C, ogni punto di Y è egualmente distante da A e da B, ed ogni 
punto esterno a Y è più vicino o all'uno o all'altro estremo. Sia X un punto di Y» 
le rette AX , BX saranno eguali perchè i triangoli ACX.BCX, rettangoli, per dato, 
in G, hanno comune il cateto CX ed eguali, per dato, i cateti AX,BX, e ciò prova 
la prima parte del teorema. 
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Quanto alla seconda, sia H un punto estèrno; si tirino AM e BUI; o Tuna o 
l'altra di queste due rette incontrerà T, senza essere prolungata perchè H si tro- 
verà neiruna o neir altra regione dello spazio fondamentale, diviso in due parti 
dello spazio T. Sia AM quella che incontra T in un punto X, situato fra A ed H, 
sarà BM<BX+XM; ma BX=AX, dunque BM<AX-fXM, cioè BM < AM. 

55® Dati due spazi T e T, segantisi in un piano a, se per una retta o di a 
si conduce un terzo spazio T2 perpendicolare ad a, esso segherà Y e T, in due 
piani p e Y perpendicolare ad a e passanti per a. Perchè a riesce perpendicolare 
a tutt' i piani di T^ i quali passano per a e quindi anche a quei due /3 e y in cui 
T, sega T e T,. 

56® Se due spazi T e T, sono perpendicolari ad una retta nei punti P e Q , 
essi non potranno incontrarsi. 

Infatti se si incontrassero in un piano a situato a distanza finita , preso un 
punto M di questo piano e facendo passare il piano dei tre punti MPQ quei tre 
punti formeranno un triangolo perchè il piano in discorso sega ì\ e Tj in due rette 
MP , MQ ; ma ciò è impossibile perchè PQ deve riuscire perpendicolare a PM e QM, 
colle quali è nello stesso piano, dunque etc. 

57® Se per un punto P del piano a comune a due spazi T, T, si elevano due 
perpendicolari PX.PY agli spazi stessi, Tangolo di queste è indipendente dalla scelta 
del punto P sul piano a. Infatti tutte le perpendicolari a T, sono parallele (n* 40) 
e sono fra loro parallele tutte le perpendicolari allo spazio T^. Consideriamo di 
questi XPY , XjP^Y, , i lati PX , PjX, sono in un piano i lati PY , PjY» sono in un 
altro piano , questi due piani hanno in comune una retta PP| , e quei lati sono 
perpendicolari alla medesima, dunque quei due angoli sono entrambi la misura di 
uno stesso angolo diedro (stereometria). Se gli angoli XPY , XtP,Y| fossero retti , 
si direbbe che quei due spazi T| T^ sono fra loro ortogonali. I due spazi sarebbero 
coincidenti, posti per diritto Funo all'altro, se gli angoli cosi ottenuti, fossero 
nulli eguali a 360®. L'angolo delle due perpendicolari condotte da P è l'angolo 
dei due spazi supplemento di esso. 

58® Dunque Tangolo formato dai due piani del n® 22<> è eguale all'angolo -dei 
due spazi, cioè esso pure è indipendente dalla posizione della retta a sul piano 
d'intersezione a, perchè quei due piani essendo perpendicolari ad a. da un qua- 
lunque punto di a si potranno elevare due perpendicolari agli spazi, ed esse sa- 
ranno nei piani fi e -^^ e l'angolo di queste sarà l'angolo dei due piani dei due 



59® Da un punto fuori d'un piano si può condurre al medesimo una perpendi- 
colare unica, ma da un punto del piano, se ne conduco al piano stesso una infi- 
nità semplice, costituente un piano il quale incontra il dato in quel punto, unico 
che è il piede comune a tutte le perpendicolari. 

Infatti, sia a il piano dato e P il punto esterno ; per a e P passa uno spazio 
unico T in cui, per ragioni di ordinaria stereometria, si potrà condurre da P ad a 
una perpendicolare unica, e cosi è provata la prima parte del teorema. Passiamo 
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ora alla seconda. Sìa P un punto di a, infiniti spazi passano per a ed in ciascuno 
di essi possiamo elevare la perpendicolare ad a dal punto P ; dunque avremo una 
serte semplicemente infinita dì perpendicolari ad a nello stesso punto P, e questa 
serie semplicemente infinita, costituisce una superficie. 

Dimostriamo finalmente che questa superficie è un piano. Siano PX , PT due 
generatrici della superficie ; sì faccia passare per esse il piano da esse determi- 
nato, e sia PT una retta di a, sarà PT perpendicolare a tutte le rette generatrici 
della superficie, e sarà cosi di tutte le rette che stanno in a e partono da P , 
dunque la trovata superficie è il luogo di tutte le perpendicolari a tutte le rette 
che giacciono in a e passano per P ; ma PT è qualunque retta di a ed è altresì 
perpendicolare a tutte le rette del piano determinato dalle PX , PY ed esse pure 
formano una serie semplicemente infinita; ma il luogo di tutte le perpendicolari 
che partono da P, alle rette di a , è una superficie unica , dunque la superficie 
trovata coincide col piano determinato dalle rette PX , PT, e si scorge infine che 
quest-o piano ha in comune con a il solo punto P perchè le sue generatrici, ap- 
punto come quelle che sono perpendicolari ad a, mai non si adagiano in a. Il 
trovato piano dicesi ortogonale ad a perchè le sue rette che passano per il punto 
d'incontro sono tutte e ciascuna, perpendicolari a tutte ed a ciascuna di quelle 
di a che partono da P. 

60^ La proiezione d'un piano sopra uno spazio è sempre un piano, sia che si 
faccia centralmente o parallelamente. Perchè in ognuno di questi casi i raggi pro- 
iettanti formano uno spazio T che si sega col dato in un piano , il quale piano 
passa per la retta d'intersezione di T col dato. 



La sfera S3 ed il oono G3. 

6t^ Il luogo dei punti M che hanno distanza eguale da un punto fisso è la 
sfera a tre dimensioni che indico con S3. Si può concepirne la genesi anche a 
questo modo. Supponiamo che una mezza sfera S^ ruoti intorno ad un suo cer- 
chio massimo tenuto fisso , lasciando traccia di sé nello spazio fondamentale a 
quattro dimensioni, ed avremo la sfera S3. Per formarsi una idea chiara di questo 
movimento, consideriamo un piano fisso ed un cerchio tracciato sul medesimo, e 
considerando uno spazio T che passa per quel piano, immaginiamo la mezza sfera 
S2 che ha quel circolo come massimo ; mutando lo spazio T, cioè considerando un 
altro spazio T, che passi per lo stesso piano , un essere dotato della vista , che 
si trovasse in T^ non vedrebbe più la semisfera S, , ma vedrebbe soltanto il cir- 
colo traccia; concepiscasi ora nel nuovo spazio T, un'altra mezza sfera che abbia 
per base quel circolo, essa e la precedente saranno due posizioni assunte da una 
stessa mezza sfera generatrice S^ , e perchè gli spazi T formano una serie sem- 
plicemente infinita, la serie semplicemente infinita delle posizioni della mezza sfera 
S, compone la sfera S3. Questo ragionamento , punto per punto , si applica alla 
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genesi della sfera ordinaria S^ mediante un semìcircolo che rota intorno ad un suo 
diametro nello spazio ordinario a tre dimensioni, quando si consideri un essere 
dotato della vista il quale non vegga se non lungo linee tracciate in un piano il 
quale fosse il suo ambiente. 

62^ Una retta non può segare una sfera in più di due punti. Congiungiamo 
due punti A e B della sfera S^ con una retta ; dico che non ci può essere un terzo 
punto G allineato con À e B il quale appartenga anche alla sfera. Poiché se ci fosse, 
facendo passare per ABC ed centro della sfera S, uno spazio T, esso segherebbe 
S3 in una sfera S2 sulla quale si troverebbero in linea retta i tre punti ABC, e 
ciò è assurdo. 

63^ Uno spazio T sega S, in una sfera St. Infatti due enti a tre dimensioni 
si segano in una superficie. Sia M un punto di questa superficie ed il centro 
di S3. Da sì conduca la perpendicolare a T, e sia P il suo piede, avremo il trian- 
golo rettangolo OMP, ed OH sarà l'ipotenusa, ma per definizione, qualunque sia 
la posizione del punto H, sarà OM costante, dunque restando fisso anche OP, sarà 
costante PM. dunque etc. 

64® La sfera di sezione S, cresce al diminuire di OP e viceversa. Infatti PM*— OM*-OP*, 
ed è chiaro che sarà S^ massima quando sarà OP = 0, e minima anzi evanescente 
quando OP = OM; allora lo spazio T sarà tangente alla sfera. Dunque quando Y 
passa per il centro di S3 si ha una sfera massima di sezione. 

65^ Per un piano a si possono condurre alla sfera S3 due soli spazi tangenti. 
Se fossero tre, detti questi Tj T^ T3 ed AB C i tre punti di contatto, facendo passare 
per A B C ed 0, centro di S, uno spazio T, esso segherebbe T3 in una sfera S2, 
massima, sulla quale starebbero i punti ABC, e segherebbe gli spazi T, T^Tj in 
tre piani p, pj p^ tangenti Sj in quei tre punti, e passanti per la retta aT , ma ciò 
è assurdo per un teorema di stereometria» dunque etc. 

66® Conducendo per un piano a due spazi T, T^ tangenti la sfera S3 , la retta 
che congiunge i due punti di contatto A e B è coniugata col piano a. Infatti se- 
gando la figura con uno spazio T che passa per il centro, si ottiene una sfera mas- 
sima S2 , ed il piano a è segato ih una retta a per la quale passano due piani 
tangenti la sfera S^ , i quali piani risultano dall'intersezione dì T cogli spazi T, T^. 
Ora la retta a e la AB sono coniugate per un noto teorema, dunque tutte le rette 
del piano a sono coniugate con AB. 

67^ Per una retta a esterna ad una sfera S3 si può condurre una infinità sem- 
plice di spazi T tangenti la sfera ; essi compongono un cono rotondo C, , i punti 
di contatto stanno sopra un circolo, ed il piano a di questo circolo è coniugato 
con a. Questo teorema corrisponde per dualità al precedente e si dimostra condu- 
cendo uno spazio T il quale segherà a in un punto P ed S3 in una sfera massima 
S2 alla quale saranno tangenti tutti i piani che passano per P e risultano dalla in- 
tersezione di T cogli infiniti spazi tangenti S2. Questi piani compongono un cono 
rotondo G^ , l'infinità di questi coni rotondi compone il cono rotondo C3 di cui si 
parlerà, particolarmente, più oltre. I punti di contatto formano una serio sempii- 
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plicemente infinita, dunque una linea ; questa linea è un circolo. Infatti ad un punto 
corrisponde uno spazio polare T, e quando il punto percorre una retta, Io spazio 
T genera un piano che sega la sfera S^ in un circolo. 

68^ Enuncio alcuni altri teoremi, ommettendone la facilissima dimostrazione. 
Se da un punto P si conducono quante trasversali si vogliano alla sfera S, di- 
cendo (A^ B|) (Aj Bj) • . . etc. i punti d'intersezione rispettivi, avremo sempre 
PA| xPB, =PA2XPB, = . . . costante , e la costante è il quadrato della tangente 
condotta da P, oppure il valore della potenza (positiva o negativa) del punto P ri- 
spetto alla sfera. II luogo dei punti d'eguale potenza rispetto due sfere S^^^\ Sj^*^ è 
uno spazio T. II luogo dei punti d'cgual potenza rispetto a tre sfere S, S^ S3 è un 
piano. Il luogo dei punti d'cgual potenza rispetto le quattro sfere Sj^*^ 83^*^ S,^*^ S,^*) è 
una retta. Finalmente date cinque sfere v'è un punto d^egual potenza rispetto le 
medesime. Questi elementi sono rispettivamente, uno spazio radicale, un piano ra- 
dicale, un asse radicale, un centro radicale. 

69** Un piano passante per il centro d'una sfera S, la sega in un circolo mas- 
simo. Due circoli massimi non si segano necessariamente ; ma se si segano una 
volta si segano anche un' altra volta. Sulla sfera S, due triangoli sferici , appar- 
tengono generalmente a due spazi diversi. Un piano che non passa per il centro 
della sfera S, la sega in un circolo minore. In un punto della sfera S3 si conduce 
una doppia infinità di piani tangenti componenti uno spazio T. Due sfere S3'^*)S3^*\ 
si segano in una sfera S^- Una sfera S3 ed una S^ si segano in un circolo. Se un 
piano ed una sfera S2 hanno in comune più di due punti, si segano in un circolo. 
Infatti abbiano questi due enti geometrici in comune i punti ABC, si faccia pas- 
sare per essi il circolo che sarà sul piano, dico che starà anche sulla sfera Sj. 
Sia H un quarto punto e P il piede della perpendicolare condotta dal centro al 
piano, il triangolo OPM è rettangolo in M ed essendo PM = PA = PB = PC sarà 
OM = OA = OB = OC. Allora la sfera ed il piano stanno in uno spazio T. Quando 
non sono in uno stesso spazio, questi due enti si segano necessariamente in due 
punti. Due sfere S^ si segano in due punti, quando non sono in uno stesso spazio 
T. Una sfera S^ ed una retta non si segano necessariamente. 

70® II cono rotondo C2 è la traccia lasciata nello spazio fondamentale a quattro 
dimensioni, da un semicono C^ rotondo che si muove intorno ad un suo piano dia- 
metrale, genesi analoga a quella data per la sfera Sj. Può concepirsi la cosa an- 
che in questa maniera: stabilito un piano a e preso in esso un punto fisso P, per 
P si conduca una retta variabile colla condizione che formi con ól sempre il me- 
desimo angolo. Questa genesi nello spazio ordinario produce il cono ordinario C^ 
di rotazione ; ma in ciascuno degli infiniti spazi T che passano per a, vi è uno di 
questi coni C| , e la serie semplicemente infinita di essi compone il cono di rota- 
zione C,. Ogni cono C3 possiede un asse perpendicolare al piano a, e la serie in- 
flnita di questi assi compone il piano che potremo chiamare piano assiale del cono 
rotondo Cy Questo piano evidentemente, non incontra mai il cono. Il piano a ed 
il piano assiale sono coniugati armonici rispetto al cono. 



Digitized by 



Google 



)( 16 )( 

71^ Dato un piano a ed una retta a nel medesimo, tutti i piani che passano 
per ri e formano con a il medesimo angolo compongono un cono di rotazione. Essi, 
invero, formano una serie semplicemente infinita, quindi un luogo a tre dimen- 
sioni ; ma conducendo uno spazio T perpendicolare a quella retta , esso sega la 
retta a in un punto P, il punto a in una retta 6 colla quale fanno il medesimo 
angolo tutte le rette in cui T sega quei piani, perchè essendo la retta a perpen- 
dicolare a tutte le rette che stanno in T e passano per P, è perpendicolare a tutte 
le intersezioni di T con quei piani ed anche alla retta Ta, dunque la retta Ta ed 
una di queste intersezioni formano 1* angolo diedro di a col piano rispettivo ge- 
neratore. 

12^ Dunque proiettando il cono G^ da un punto esterno ad esso, preso sulla 
retta che va dal suo vertice perpendicolarmente air asse , si ottiene il cono ro- 
tondo C,. 

73^ Se immaginiamo un cono rotondo C^ segato da un piano a per tutta ana 
falda, e per due falde, e che due sfere S^^') Sj^*^ tocchino esso ed il piano, ciò che 
avverrà in due punti F ed F| ; se finalmente consideriamo il piano ^ che va dal ver- 
tice perpendicolarmente al piano di sezione , potremo, tenendo immobile questo 
piano, far rotare tutta la figura intorno al medesimo ; le sfere S^^^^ Sj^'^ genere- 
ranno due sfere S»^*) S,^*^ il semicono C^ genererà il cono C, , la traccia a? re- 
sterà immobile ed in essa rimarranno immobili i due punti F ed F, , contatti delle 
due sfere S,^*) S,^*^ collo spazio Y generato dal piano a. La linea di sezione (el- 
lisse iperbole) genererà una quadrica di rivoluzione, perchè non avrà che due 
fochi , e sarà o un ellissoide allungato , od un iperboloide a due falde. Se il 
piano di sezione a si dirigesse parallelamente ad una generatrice del cono C,, la 
quadrica sarebbe un paraboloide rotondo. Dunque un cono rotondo C, è segato 
da uno spazio che non passa per il vertice, secondo o Tuna o l'altra delle tre qua- 
driche indicate; se passasse per il vertice sarebbe segato in due piani (reali od 
immaginari). 

La rotazione. 

71^ Uno spazio T separa lo spazio ambiente in due regioni che riposano sul 
medesimo. Le due parti di T che cosvituiscono le basi di queste due regioni pos-^ 
sono assumere due segni i quali possono anche essere attribuiti alle porzioni di 
una perpendicolare eretta da un punto nei due versi opposti OX , OT. Si con- 
duca per un piano a in T, e si spezzi T secondo quel piano. Si conduca infine 
un piano p per perpendicolare ad a ; esso conterrà la XY. Dette I* e II* le due 
porzioni di T, si tenga immobile Tuna di esse, per esempio la I* e si faccia muo« 
vere la ir ; allora la perpendicolare [eretta da esce dalla sua posizione e si 
muove in ^ ; si comprende che quando questa perpendicolare si sarà posta ad an- 
golo retto colla sua posizione iniziale, le due porzioni P e II* saranno ortogonali. 
Proseguendo nel moto per un altro quadrante, avverrà rìmmerstone della porzione 
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II' nella 1% e questa sarà istantanea. Tosto avviene la prima emersione nciraltra 
regione dello spazio fondamentale; dopo quattro quadranti, le due regioni I* e II* 
torneranno ad essere Tuna in continuazione delFaltra e sarà stata compiuta una 
rotazione. 

75"* Sieno due triedri eguali simmelrìci separati, e posti in uno stesso am- 
biente T; 8i conduca un piano a fra l'uno e l'altro vertice, e diciamo I* e II* le 
due regioni in ciri a divide T. Sia a b e Fandaroento positivo del triedro che sta 
nella regione P e e, b, a, Tandamento positivo di quello che sta nell'altra. Questi* 
andamenti , supponiamo che procedano da sinistra verso destra per due persone 
che stanno nelle aperture dei due triedri e ne guardano i vortici. Eleviamo nel- 
Funa e nell'altra regione due perpendicolari ale sieno OX OY le loro due por- 
zioni positive, cioè esistenti in una determinata regione dello spazio fondamentale 
in cui è posto V, e saranno, OX, = 0X ; OY, = 0Y le due porzioni indefinite ne- 
gative. Si scorge tosto che quell'andamento che diviene , per il secondo triedro , 
omonimo all'andamento del primo è OY^ per la perpendicolare, ed a , ò , e , per 
il triedro ; insomma il negativo del secondo è omonimo al positivo del primo. 
Quindi si faccia rotare la regione II" intorno al piano a, finché giunge a coinci- 
dere colla P, allora diventa positivo OY, e in pari tempo tutto l'andamento ne- 
gativo del secondo triedro, che viene cosi trasportato nella I* regione senza subire 
alterazione alcuna. Allora i due triedri diventano sovrapponibili. 



Gli angoli degli spazi lineari. 



76® L'angolo di una retta con uno spazio è l'angolo che essa fa colla sua pro- 
iezione ortogonale in questo spazio. L'angolo d'un piano con uno spazio è l'angolo 
diedro di quel piano con quello che costituisce la sua proiezione ortogonale in 
quello spazio. Abbiamo già veduto (n. 24) che l'angolo di due spazi è quello stesso 
delle due perpendicolari condotte a quegli spazi , da un punto del loro piano 
comune. 

77^ Sappiamo che due piani si incontrano necessariamenle in un punto ; ora 
detti a e ^ i due piani e P il loro punto comune , tutte le rette che partono da 
P e stanno in a, formano angoli differenti con quelle che partendo da P stanno 
in ^ ; onde fra questi angoli vi deve essere qualche minimo. Ora dico che se una 
retta b di ^ ed una retta a di a formano l'angolo minimo, l' una deve essere la 
proiezione ortogonale dell'altra. Infatti se così non fosse, si potrebbe sempre pro- 
iettare ortogonalmente la 6 in a ; sia a, la fatta proiezione, si otterrà il triedro 
ordinario P (aba^) rettangolo e sarebbe ab ipotenusa ed o, 6 cateto; ma deve 
essere ab > a^b, dunque ab non può essere il minimo. Parimenti proiettando or- 
togonalmente a in ^, detta b^ la fatta proiezione, si avrà il triedro ordinario l?iabb^) 
rettangolo, e sarà a b faccia ipotenusale ed a b^ faccia cateto ; ma in questo caso 
yoL. XXIII. 3 
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dovrebbe essere a6>a6,; non sarebbe dunque 06 Tangolo minimo, e ciò si op- 
pone al supposto. 

78^ Gli angoli equidistanti dal minimo sono eguali. Supporremo descritta una 
sfera S3 col centro in P ; i due piani a e ^ la segheranno lungo due circoli mas- 
simi. Sia condotto Tarco dell'angolo minimo perpendicolare ai due cerchi suddetti, 
e sieno R e Q gli estremi di questo arco minimo. Da R si prenda sulFarco a, da 
una parte e dalFaltra, Tarco arbitrario RA^RA, e da Q sopra ^ Tarco arbitrario 
QB:=QB, , e si tirino gli archi massimi AB,A,6, , e gli archi AQ e A|Q. Per Tegua- 
glianza dei due triedri AQR , A^QR rettangoli in R esistenti in un ambiente T, ed 
aventi in comune il cateto RQ, sarà AQ-A,Q ; Qt=Q8 ; Q,=Q4. Orai due triangoli 
sferici, non rettangoli BQA^B^QA, , sono anche eguali perchè hanno QB = QB| , 
per costruzione. QA=:QA( per dimostrazione, e Tangolo compreso eguale, cioè: 
Qi^Qi 9 pure per dimostrazione ; dunque sarà BA=B,A, , come si è asserito. 11 teo- 
rema non esige alcuna dipendenza fra le lunghezze degli archi QB.RA; e se il 
punto A fosse la proiezione ortogonale di B, ed il punto A, la proiezione ortogo- 
nale di B| , il teorema sussisterebbe evidentemente. 

79^ Dati due piani a e ^ che si incontrano in P, esistono due angoli minimi 
ì cui piani formano un angolo retto. 

In effetti essendo RC=90« per dato e CRG=^90«, sarà 06=90». Oosl essendo 
DG=90» e DGR=90*; sarà pure DR=90S quindi nel triangolo OGD, sarà CDG=i90*» 
perchè i due lati GO e GD sono due quadranti, e cosi sarà pure DCR=90», per- 
chè DR e OR sono due quadranti ; dunque OD è arco normale ad ambo gli archi 
massimi CO|,DD|. Per conseguenza anche Tarco OD gode il carattere di 77iìmmo. 
In virtù della ortogonalità dei piani degli angoli minimi, ognuno di essi è equi- 
distante da due archi eguali. 

80° I due minimi trovati sono differenti. Infatti se fossero eguali presi i due 
punti medi di OR e di DQ, punti che chiameremo H e K , si dimostra subito es- 
sere HD-HQ e quindi i due triangoli HDR , HKQ eguali perchè aventi un lato co- 
mune, e due lati eguali, l'uno per dato l'altro per dimostrazione; dunque R4=Kj=90^. 
Dunque eguali fra lóro anche gli archi OD ,IIK ed HR. ortogonale ad entrambi gli 
archi. Ma se ciò fosse potremmo dividere a mezzo anche OH , e DK e ripetere il 
ragionamento per Tarco intermedio, e poiché non ci è limite a questa suddivisione, 
ne viene che una infinità di rette di ^ fanno il medesimo angolo colle loro proie- 
zioni ortogonali in a; e viceversa, dunque l'una Taltra delle due superficie non 
sarà un piano ; ma un cono di rotazione 0^ , contro il supposto. 

81» Trovare gli angoli minimi di due piani a e fi segantisi in P. Si conduca 
per P, in uno dei piani, per esempio in /^, una retta che chiameremo b, , e questa 
81 proietti ortogonalmente in a; sia a, la sua proiezione ortogonale Si descriva 
ora un cono rotondo O3 col vertice in P e colla condizione che le sue generatrici 

A 

facciano costantemente l'angolo = ft^ai colle loro proiezioni ortogonali in a. Questo 
cono segherà ^ un* altra volta secondo una certa retta b^ ; allora trovata la bi- 
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settrice 6 deirangolo òib^ > si proietterà questa ìq a ; sia a la proiezione di b, 

A 

sarà ba uno degli angoli minimi che per il teorema del n. i6 deve essere equi- 

A A 

distante dai due angoli eguali 6,a| , 62^2* L'altro minimo si troverà conducendo 
per P nel piano /s, la perpendicolare alla b ; detta p questa perpendicolare , e 9 

A 

la sua proiezione ortogonale in a, sarà pq Taltro mìnimo. Yi. saranno per conse- 
guenza anche due massimi che saranno i supplementi di quei due minimi. Infatti 
se ?i fosse un massimo maggiore deiruno di essi, il suo supplemento sarebbe più 
piccolo det trovato minimo il quale, per conseguenza, non sarebbe più un mìnimo. 



QUESTIONI. 

45. Avendo preso, ad arbitrio, un triangolo, non si deve mai scommettere più 
di 3 contro 2 che uno dei suoi angoli, ed un solo, è minore d*un angolo dato a. 
E plausibile la massima scommessa quando a = 36®. 

46. Dimostrare che, se gli elementi del determinante 



A = 






u. 



ti- 



'18 



'21 



U. 



22 



^23 



u. 



31 



W32 '^. 



il 



soddisfano alle relazioni 






si ha A = yln. 

47. La probabilità che, in una divisione qualunque, sia S Tultiroa cifra del 

più approssimato quoziente intero , è ^ tang ^. 

48. Essendo n indeflnitamente grande , si considerano tutti i poligoni di 2n 
Iati. L'angolo che, nella serie crescente degli angoli di ciascun poligono, occupa 
il posto n»*™*, è uguale, in media, a 124®, 46', 3", .... 

49. Se a, 6, e, ... sono tutti i numeri interi, che entrano, esattamente no, 
un numero dispari di volte in 2nj si ha: 

cp(a) + <p(fe) + <p(c) -H . . . = n*. 

50. Il triangolo, i cui angoli sono 35** , 65** , 80®, è la forma media di tutti 

i triangoli acutangoli. 

Ernesto Cesano. 
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INTORNO AI TRIANGOLI ISCRITTI IN UN'ELLISSE CHE HANNO 
IL CENTRO DI GRAVITÀ IN UN PUNTO DATO DELLA SUA SUPERFICIE (•) 

NOTA 



D 1 



CARLO MARIA PIUMA 



1. Sia 
(I) aV + &*»* = ! 

r equazione deirellisse data, mi propongo da prima, di trovare quali relazioni de- 
vono aver luogo ,fra le coordinate ac, , y, ; ncj , j/j ; ^s » Vi di ^^e punti del suo 
perimetro, onde questi sieno i tre vertici di un triangolo, ad essa iscritto in modo, 
che esso abbia il suo centro di gravità in un punto dato H, della sua superficie , 
le coordinate del quale sieno x = (f ,y = l. 

Le coordinate di questi tre punti A, , Ag , A3 onde le condizioni precedente- 
mente espresse sieno soddisfatte, evidentemente devono verificare le cinque egua- 
glianze 

(2) 

( aj| + a?2 -h ajj = 3? ; t/, + «2 + 2/3 = 3X. 

Portando nella terza dì queste eguaglianze i valori di 00^ , y^ ricavati rispettiva- 
mente dalla quarta e dalla quinta di esse si avrà 



aj/jj = 3aX -ay^±b Va* - (ajg* + flc^ - 3?)* 



(*) Questa Nota può essere considerata quale appendice dell'altra che ho pubbli- 
cata nel voi. XXII pag. 17 di questo Giornale, col titolo : Soluzione di un problema 
proposto dal sig. Lucas. 
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per cui la seconda ci darà 



ed inalzando al quadrato 

46«iaK3X-y,)H6«(3?-a?,)«}x2*-4ò*ia2(3X-a/,)«+ò^39-aj,)M(39--^i)flC2 
=4a*ò*(3X-i/,)*-{a^8X-t/,)H6«(39-aj,)*!S 

per cui le ascisse dei punti A, , A^ i quali unitamente al punto A| scelto ad ar- 
bitrio sull'ellisse, sono vertici di un triangolo che soddisfa alle condizioni di avere 
il suo centro di gravità in M ed essere iscritto alla (1) sono le radici dell'equa- 
zione 

46«}a^3X-yOH&^39-a?0^!aj*--46*{a»(3X-i/,)H6K3?-»t)*!(3?-aj4)a 

=4a*6«(3X-t/,)'-ltt'(3X-l/,)H6\39~a?,)M*- 

Ed operando in un modo affatto simile al precedente si otterrebbe un'equa- 
zione a questa analoga che ammetterebbe per radici i valori delle ordinate dei 
suddetti due vertici A, , A3. E poiché nulla distingue tra loro questi due punti po- 
tremo porre 



(3) 



_ 3?-x, a(3X-y.) / 4a»6» , 

^~ 2 ^ 26 \/o»(3X-j/,)» + è'(3<?-a!,)* 

_ ZI -Vi _ 6(3y - Xj) I ia*b* . 

y*~ 2 2a Va'(3X-y,)* + &*(3?-aj,)* 

^ 3y- a!, _ a(3X - y,) / 4o*ò» 

l' 26 Va*(3X-y,)* + b*(39-a?,)* 



0!,= 



4a«6* 



^ 3X - y. 6(3? - 0?,) / 4a« 

^' 2 "^ 2a Vo»(3X-i/,)» + 



6''(39 - X,)» 



-1. 



la queste quattro ultime forinole il radicale deve essere preso nel suo valore 
assoluto ; esse racchiudono per ? = e X = , come caso particolare , le (7) che 
ho dimostrato nella nota citata sopra. 

2. Dalle (3) risulta, che, se le coordinate del punto M, assegnato per centro 
di gravità ai triangoli iscritti nella (1), soddisfanno alla relazione a*X*+6*f*<a*ò* , 
il che equivale alla condizione che abbiamo posta cioè, che il punto M non sia 
esterno a queirellissc , potremo sempre scegliere il vertice A, , con coordinate 
reali, in modo tale che risultino pure reali le coordinate dei vertici A^ A, , onde 
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in questo caso sarà sempre possibile determinare almeno un iriangolo con vertici 
reali il quale soddisfaccia contemporaneamente alle condizioni di essere iscritto 
nella (I) e di avere il suo centro di gravità in M. A questo oggetto ci occuperemo 
successivamente dei due casi, nel primo dei quali supporremo che ìM si trovi sul 
perimetro della (1) e nel secondo che questo punto sia ad essa interno. 

Nel primo di questi due casi, essendo tt'X* + 6V = tt^ftS 1© coordinate x^^Vt 
pel vertice A^ ed x^ , 2/3 pel vertice A, date dalle (3) non potrebbero essere reali 
a meno che non fosse a*Xy, + 6*9aj| >_a*6*, ma essendo contemporaneamente 

a«t/i* + 6*aj,* = a«6* ed o*X« + ò«(p« = o«6« 

il primo membro dell'ineguaglianza precedente acquistando il suo più gran valore 
per Xi = 9 . j/, = X e questo valore essendo eguale ad a*ò*, il solo sistema di va- 
lori reali per ce, ed y, al quale corrispondano pure valori reali per aja-t/^ ; ^s^Vi 
sarà X, = <p , y, = X, ed allora dalle (3) risulterà a?, = ajj = a?8 = ? , j/i = y, = j/3 = X 
per modo che ì tre vertici A, , A2 , A,, del solo triangolo che soddisfaccia alle con- 
dizioni impostegli, si riuniranno tutti nel punto che sul perimetro della (t) venne 
scelto per suo centro di gravità. 

Nel secondo caso, cioè in quello nel quale il punto H sia. interno alla (t) si 
avrà a*6' 4- 5 V < ^*^* ? ® cosi onde stabilire che esiste un triangolo almeno il 
quale soddisfa alle condizioni volute indicheremo il seguente che le veriOca. Fra 
i due punti d*incontro del diametro che passa per H, il quale ha per equazione 

2/=-aj, colla (1) prendiamo pel vertice A, il più vicino a M, il qual punto d'in- 
tersezione ha per coordinate 

(4) .^,= , ^^y— , y,= P-^^ 

Va*X« H- 6«(p« Va*X» -f- 6*9» 

formolo nelle quali il radicale deve essere preso col segno positivo. A queste coor- 
dinate reali del vertice A^ , corrispondono valori reali per quelle dei vertici Aj A,^. 

Avendo visto, che, quando il punto assegnato per centro di gravità dei trian- 
goli iscritti nella (1) sia posto sul suo perimetro , solamente questo punto è ver- 
tice deir unico triangolo , che soddisfa alle condizioni del problema , ed avendo 
osservato, nell'altro caso cioè in quello nel quale tale punto sia interno alla (1), 
che un triangolo almeno soddisfa pure a quelle condizioni, quello cioè un vertice 
del quale ha per coordinate i valori dati dalle (i), in quest'ultimo caso si presenta 
naturale la domanda , se oltre quel triangolo ne esistano altri che soddisfacciano 
queste condizioni, e di determinare i limiti dell'arco della (f) sul quale sono posti 
i punti ciascuno dei quali scelto per uno dei vertici, le (3) dieno valori reali per 
le coordinate degli altri due. 

A questa domanda facilmente si risponde nel modo seguente : onde in corri- 
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spondenza di valori reali di «?, e di j/i risultino reali quelli di ac, , j/j : oTj , j/, dati 
dalle (3) è Decessario e suffìciente cbe si abbia 

4a*6*^ a^ (3X - y ,)* + 6* (3? - x,y 

per cui, pel vertice A di tali triangoli potrà essere preso ciascuno dei punti, e so- 
lamente quelli che sono situati su quella parte del perimetro della (1) che è posta 
nell'interno dell* ellisse 

^^^ (2a)« ^ {2by -^ 

compresi in quest'arco della (1) i due punti che lo limitano ossia i punti nei quali 
esso incontra la (S). 

Evidentemente il punto M sarà interno tanto rispetto alla (I) quanto rispetto 
alla (5), la quale poi incontra la (1) ove questa è intersecata dalla retta 

(^) 3y^~2 Ta? , 3X'-nt/ 

^ tt« "^ 6* ■" • 

parallela alla direzione del coniugato del diametro t/ = -a? che passa pel centro 

di gravità dato M. Le coordinate di questi due punti d'intersezione saranno dati 
dalle formole 



0) 



b(3aM-f3b»y«~a»6^-)(p±aAV(a«6^-a^X«-6V)(9a^X^+9bV-a^ò^) 

2ò(a*XH6V) 



a(3a*XH3bV-a»b«)XTfcy V(a'6'-a^X^-b»?0(9a*X'+96«(p>-a^6^) 
2a('i*X«+6V) 



Se fosse a*6*-a*X*-6*?*=0, da queste formole risulterebbe immediatamente 
che, la (5) divenendo tangente alla (l) sul punto M e le due curve essendo total- 
mente esterne, una all'altra, i tre vertici dell'unico triangolo che soddisfa le con- 
dizioni volute avrebbe i suoi vertici riuniti in H. Nel caso però, del quale ora ci 
occupiamo, cioè quando sia a*6*-a'X*-6*9*>0, onde Fintersezlone della (I) colla (5) 
abbia luogo, è necessario che sia 

9a»X« + 96»9*-a*6»70. 

Se fosse 9a'X*+96*?*-a*6«<0 allora la (I) e la (5) non avrebbero punti co- 
muni e la (1) essendo totalmente interna alla (5) tutti i punti del perimetro della 
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(1) potrebbero essere presi pel vertice À, di un triangolo soddisfacente alle con- 
dizioni impostegli dal problema. 

Non ci resta perciò che da esaminare i casi di 9a*X*-h96V> ^*'^*- ^^^ ^^^o 
in cui sia 9a'X' + 96*9* = a*6*, la retta (6), e quindi Tellisse (5), saranno tan- 
genti alla (1) nel punto diametralmente opposto a quello le coordinate del quale 
sono date dalle (4) e tutto l'intero perimetro dalla (1) sarà ancora interno alla (5). 

Nell'altro caso nel quale è 9:i^h^-\-b^<f^-a*b^>0 una porzione soltanto del peri- 
metro della (1) sarà interno alla (5). Queste due curve incontrandosi in due punti 
di coordinate reali, i vertici dei triangoli richiesti saranno situati su questa parte 
interna; ma poiché i due sistemi di valori dati per X ed Y dalle (7) corrispon- 
dono a punti i quali sono vertici di triangoli soddisfacenti alle condizioni volute 
e gli altri due vertici di ciascuno di questi due triangoli, che coincidano o no, de- 
vono trovarsi sulla porzione del perimetro della (1) interna alla (5), se ne dedu- 
ce che perciò la retta, la quale unisce ciascuno dei due punti dati dalle (7) col 
punto M dovendo incontrare la porzione del perimetro della (1) contenuta nella (5) 
in un punto intermedio fra quei due vertici sarà tutta contenuta nella porzione di 
piano limitato dal perimetro della (1) e dalla retta (6) per cui il punto H in par- 
ticolare sarà contenuto in questa porzione del piano, da ciò risulta pure che tutti 
e soli i punti del perimetro della (1) che colla (6; limitano la porzione del piano 
che contiene il punto H , dato per centro di gravità , sono vertici dei triangoli 
cercati. 

E riassumendo se si ha 9a*X*-f9bV<0 tutti i punti del perìmetro della (1) 
sono vertici di triangoli ad essa iscritti che hanno il loro centro di gravità in 
M. Se invece è 9a*X*+9b*9*-a*b*>0, per vertici di tali triangoli si possono pren- 
dere tulli e soli quei punti del perimetro della (1) che colla (6) racchiude quella 
porzione di piano che contiene il centro di gravila dato M 

3. Essendo A, un vertice di questi triangoli, il lato A^A, ad esso opposto 
dovendo passare pei punti A^ , A3 le coordinate dei quali sono date dalle (3> per 
mezzo di quelle di A, , avrà per equazione 

2 {a*(3X - y,)y + 6'(39 - x^x] = a\il - y,)* + 6^3? - x,)\ 

ed in particolare se scegliamo per questo vertice A, il punto le coordinate del 
quale sono date dalle (4), quest'equazione si ridurrà alla seguente 

a* ly + b^(fx = ^ Va*^* + 6 V (3 VòvTòV - «*>) » 

e da qui si scorge che in questo caso il lato opposto a questo vertice A, , nel 
triangolo che soddisfa alle condizioni del problema, è parallelo alla direzione del 
diametro coniugato di quello che passa per A| e poiché quest'ultimo ha per equa* 
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zione y=-x sarà incontrato dal lato suddetto nel punto che ha per coordinate 
9 



3 Va«X» + 6 V - a6 3 Va*X» + b*9* - ab 

x= - — o , «= — — X 

2Va*X» + 6V iVo'X^ + fcV 

ed osserTando che è 






aò - Va«X« + 6*9* , ab - Va«X* 4- ò^^tp» ^ 

Va*X*T6*(p* Va*X* + 6^9* 

se ne dedurrà cbe la distanza del punto H al vertice A, è doppia di quella del 
punto d' incontro del Iato opposto ad À^ del triangolo À4A2A3 col diametro che passa 
per M, queste distanze essendo contate in direzione opposta a partire dal punto H, 
ciò cbe evidentemente doveva trovarsi per le condizioni meccaniche alle quali questo 
triangolo è assoggettato. 

4. L'area dei diversi triangoli, iscritti nella (1) che hanno il loro centro di 
gravità in H, non è per tutti la stessa , se si eccettuano i due casi 1^ quando il 
punto H si trova sul perimetro della (1), nel qual caso, come abbiamo visto sopra, 
noD esiste che un solo triangolo il quale soddisfaccia al problema , triangolo che 
ha un* area eguale a zero : 2® quando il centro di gravità H sia situato al centro 
della (1), nel qual caso, ho dimostrato nella precitata Soluzione di un problema 

s 

proposto dal sig. Lucas che quest'area è costante e sempre eguale 1 ofc. JM 

cajo generale Tarea di questi triangoli non essendo costante , converrà studiarne 
le variazioni in corrispondenza di ciascuna delle differenti posizioni che può avere 
il punto M nell'interno dellellisse (1). 

Indichiamo con S 1' area di un qualunque dei triangoli iscritti nella (1) col 
centro di gravità in M, e sieno a? ed i/ le coordinate di uno dei suoi vertici , te- 
nendo conto delle (3), ed avuto riguardo alla (1)» si vede che pel quadrato di S si 
avrà l'espressione 

Quando fosse 9=0 , X=0, cioè quando il centro di gravità si dovesse trovare 
al centro della (1), questa formola si ridurrebbe a quella sopra ricordata che è re- 
lativa a questo caso. 

voi. jxiu. 4 
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Il valore più grande ed il valore più piccolo di S* corrisponderanno ai valori 
di a? ed j/ relativi ai limiti entro i quali può variare la posizione del vertice A, sul 
perimetro della (1), ovvero ai valori che ne rendono nulla od inGnita la derivata 
presa rispetto alla variabile indipendente x od y che avremo scelta per tale, poi- 
ché per la (1) esse sono funzioni una delFaltra. 

Prescindendo da fattori costanti questa derivata sarà il prodotto delle tre 
espressioni 

»x(fl%+t*?^)=fe'— — ovvero Dy(a«Xy+ò«(Fa?)=a«— -^ 



(9) 



1 9(a'X* 4- 6*9*) - 6(a*Xy -f fc*(pa;) - 3aò Va*X« -f 6*<p* j 



19(a*X* + />*?*) - 6(rt*Xt/ + 6*9») + 3a6 Vo*X* + 6»9* | 
a*6* + 3(a*X* + 6*9*) - 4(a*Xy + 6*90?) 



}a»6* + 9(a*X* + 6*9*) - 6(a*Xj/ + 6*90;) 1* ' 

La derivata di S* rispetto alla x non può divenire infinita che per j/ = ov- 
vero per a*6*t9(a*X*-t-6*9*)-6(a*/2/-(-6*9J3)-0, e quella relativa ad y non può dive- 
nire infinita che per x=0 ovvero per a*6*+9(a*À*-f62(p«)_6(a*/j/+6*9a7)=0 : ma per 
la (1) non potendosi avere contemporaneamente x=0 ed j/=0. nella ricerca attuale 
potremo tralasciare di tener conto del valore i/=0 nella derivata di S* rispetto alla 
a? e di a;=0 in quella rispetto alla y ; e prescindere da questi valori e da quelli 
che loro corrispondono cioè a?.=±a, j/=±6 (quando entrambi sieno ammissibili) che 
sono i valori estremi delle variabili x ed t/. 

Occupiamoci ora dei valori ó\ x e ài y che soddisfacendo alla (i) danno 

la*6*+9(a*X«+6*9*)-6(a*X2/+6*9X)}*=}a*(3X-y)*+6*(39-a5)*l*=0 

sotto quest' ultima forma si scorge immediatamente che i valori di x e di y che 
soddisfanno a quest'equazione sono 

a? = 39 , t/ = 3X 

i quali portati nella (1) danno 

a*X* + 6*9* = Ja*6*. 

Tenendo conto di quesfultìma relazione il prodotto delle (9) relative ad x 8i 
riduce a 

-8fc-??:(a2Xy + 6*9x) 

y 
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espressione che si annulla per x=3(p, y=ì\. Ma questi valori di x e di y annul- 
lano anche la prima delle (9). 

Da ciò che precede risulta che per determinare i valori di a; e di j/ che cor- 
rispondono al valore più granile ed al valore più piccolo di S* non avremo da cer- 
carli che fra quelli che soddisfacendo alla (1) annullano uno dei numeratori delie 
(9), fra i valori limiti di queste variabili dati dalle (7) quando essi sieno reali. 

Ha se sostituiamo nelle (3) per Xj , j/i i valori dati per a? ed y dalle (7) ot- 
terremo 



6(3a^XH3b»cpHa'&")9TflX \/(a^b ^-a'X^-bV)(9a'XH9b^<p'-a^ b*) 

^*'^»"" 4b(a2X«-fb*c?*) 
(10) ' 

/ a(3a^X*+3bV4-a*b')Xj:b(pV('a^^-a^X».-bVy(9a')^9^^ 

[ 1/2=1/8- 4(I(a»X*+b*9») 

ciò che fa vedere che scegliendo pel vertice A| di un triangolo uno dei punti li- 
miti gli altri due vertici A^ , A, coincideranno, e perciò il triangolo, cosi detcrmi- 
nato, avrà un area nulla , ciò che d* altronde si riconosce pure sostituendo, nella 
espressione di S*, i valori dati per a; ed y dalle (7) ovvero dalla (lO). 

Osservando che questi valori (IO) di x e ài y annullano il numeratore della 
terza delle (9) senza annullarne il denominatore si vede che, in ogni caso, i va- 
lori Vi ce e ài y hi quali corrisponde il più grande ed il più piccolo dei valori di 
S* ne annullano la derivata , per trovarli , basta risolvere i sistemi di equazioni 
che si ottengono, congiungendo alla (1) ciascuna di quelle che risultano eguagliando 
a zero la seconda delle (9) ed i numeratori della prima e della terza di tali 
espressioni. 

11 primo di detti sistemi, cioè quello che risulta dalla (1) coiraltra che si ot- 
tiene eguagliando a zero il numeratore della prima delle (9) sarà 

Ix - <pj/ =: , b*a?* + aV = o'b* 
ed i valori di x q ài y che lo soddisfanno sono 

Qb9 flbX 

ce = + * t/ = -4- — 

~ Va»X'* + b»(p* ' Va*X« + b*(p* 

valori che pel vertice A, ci danno il punto determinato dalle (4) ed il punto dia- 
metralmente opposto allo stesso. 

1 
Quando sia a^XHbV^g^^*'^* abbiamo visto che il punto determinato da queste 

formolo, prendendo il segno inferiore, non può essere vertice di un triangolo che 
soddisfaccia alle con lizioni del problema, ciò che pure risulta dal calcolo seguente. 
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Sostituendo» per x ed y, nelFespressione di S, i loro valori dati dalle forinole 
precedenti, prendendo il segno superiore otterremo 

27 



(1 1) S,* - ^^^ (ab - Vo^XH- 6«9*;» {ab + 3 Va*X« + 6*?*) 

e sostituendo quelli che si ottengono prendendo questi valori col segno inferiore 
si avrà 

27 



( U )bi* S^* = •— ^ (ab + Va*X« + by)f {ab - 3 Va^X» -t- 6*?» ) 

Ma se a*X*+6V>Q»*'>* il valore di S* dato dalla (H)»>»» essendo negativo 

sarà inammissibile , per cui saranno inammissibili i valori di cc^ e di i/, che gli 
hanno dato origine. 

Nel caso invece di a*X*-H6V <q ^*^* il valore di S* dato dalla (11)^" è esso 

pure ammissibile (essendolo sempre quello dato dalla (11)), ma qualunque sia il 

segno = < che ha luogo in a*X*+5V<àC^*6* è facile vedere che il valore, dato 

per S* dalla (11), è sempre superiore a quello fornito dalla {W)^. 

Eguagliando a zero la seconda delle (9; congiuntamente alla (1) si ottengono 
due sistemi di due equazioni verincati dai soli due sistemi di valori che risultano 
per x^ , Vt ; a?, , j/, sostituendo nelle (3) i valori dati per x, , i/, dal sistema 
XcD-<p2/=0 , a*j/'+6*a3^=a*6* , per cui tanto che si uguagli a zero il numeratore 
della prima delle (9) quanto la seconda di dette espressioni unitamente alla (1) , 
ai valori determinati, dalle equazioni che si ottengono, per x ed j/, corrisponde 
sempre lo stesso triangolo. 

Eguagliando a zero il numeratore della terza delle (9) unitamente alla (1), 
sì trova un sistema di equazioni, il quale determina valori reali, per x ed j/, solo 

quando sia aV+6*<p*> qa*b* ed in questo caso i valori di as e di y sono dati 

dalle (10). 

Quindi, riassumendo questa discussione, si hanno i seguenti risultati: quando sia 

il valore più grande di S* sarà dato dalla formola 
27 



S* = -j^^ {ab - Va*X» + ò«^«)» {ab + 3 Va*X» + ò*(p«) 
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ed il più piccolo sarà eguale a zero. II più grande di questi valori corrispondendo ad 

« = -==== , y = 



Quando invece sia 

il più grande di detti valori sarà dato come nel caso precedente dalla stessa for- 
inola ed il più piccolo sarà 

OT 

S* = j~i (ab + Va*X» + 6«(p*)» {ab - 3 Va«X» + ò*?») 

e corrisponderà ai valori delle coordinate di uno dei suoi vertici date dalle forraole 

ab9 aòX 
ag = --l . 1/ = 



Va»F+ 6*9» Va*X» + b^ 

S. Da ciò che precede » si deduce la seguente costruzione semplicissima del 
triangolo d'area massima iscritto nella (1) col centro di gravità in M : Uno de' suoi 
vertici sarà il punto, d'intersezione, più, prossimo al centro di gravità ddio, del- 
tcllisse (I) coi suo diametro che passa pel punto DI assegnalo per centro di gra- 
vila, e gli altri due saranno le intersezioni della corda parallela al coniugato 
del diametro che passa per M e condotta per quel punto di quesCuUimo diame- 
tro che è posto ad una distanza dal centro di gravità metà di quella di detto cen- 
tro dal primo vertice^ queste distanze essendo contate in direzioni opposte. 

Quando il quadrato dell'area del triangolo di superficie minima sia dato dalla 
formola 



27 



per questo triangolo si ha una costruzione analoga alla precedente , variata solo 
in ciò che aH'tniersejsìone più prossima al centro di gravità dato dell ellisse (1) 
eoi suo diametro che passa pel punto M devesi sostituire Fintersezione piii lontana. 
Qoando poi si abbia 

allora basterà unire, le due intersezioni della (6) colla (1) le coordinate delle quali 
sono fornite dalie (7) , col centro di gravità assegnato , e cosi si otterranno due 
rette, che rappresenteranno i triangoli d'area minima richiesti. 
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6. Le aree dei triangoli, iscritti nella (1) col centro di gravitala M di super- 
ficie massima o minima, variano in generale col variare della posizione di M ; ma 
dalle formole precedenti si scorge che esse si conservano costanti, quando il centro 
di gravità M si muova sulFellisse 

(12) a«X* + òV = fc*a*6« 

essendo fc* < 1. 

7. Dai risultati fin qui ottenuti, si potrebbero dedurre numerose conseguenze, 
e per ora mi limiterò a ricavare esplicitamente T equazione del luogo geometrico 
dei centri delle circonferenze circoscritte ai triangoli d'area massima, iscritti nella 
(1), quando il loro centro di gravità si muova sulla (12), nel solo caso di 

Se supponiamo che la circonferenza, la quale ha per equazione, 

(13) (^-a)* + (y-P)« = R 

sia circoscritta ad un triangolo iscritto nella (1) il quale abbia il suo centro di 
gravità nel punto dato M, ed eliminiamo successivamente y ed x fra quest' equa- 
zioni e la (1) otterremo, rispettivamente per determinare le ascisse e le ordinale 
dei punti dlncontro della (1) colla (13), le duo equazioni 

4c*a;* - 16a*c*aaj' + etc. = 

4cV-t-16&'^c*py' + etc. = 

non avendo in esse tenuto conto che dei soli termini in ce* , ac^ ; y* , j/' , e dove 
per brevità si è posto e* = a* - 6*. 

La prima di queste due equazioni dà le ascisse dei quattro punti di inter- 
sezione della (l) colla (13) e la seconda le loro ordinate. Le ascisse di tre fra loro 
essendo Xj , X2 « a;, e le loro ordinate ^i » 2/2 , 2/3 , se indichiamo con ^ 1* ascissa 
e con { l'ordinata del quarto di questi punti d*intersezione sarà 



(•) Da queste due ultime formole si deduce immediatamente il teorema : 
« Se da un l«to si unisce con una retta il quarto punto d'intersezione suddetto 
e che ha per coordinate ^ , C col punto che ha per coordinate — 3(f> — 3X , e dal- 
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c questo punto dovendosi trovare sulla (1) sarà 



('f-^)'-^('f"^)'=' 



equazione del luogo geometrico dei centri delle circonferenze circoscritte ai trian- 
goli iscritti nella (1) che hanno il centro di gravità nel punto M. Su questa curva 
perciò , in particolare , dovrà trovarsi il centro della circonferenza circoscritta al 
triangolo che fra essi ha Tarea massima e quest' equazione , tenendo conto della 



e l'altro il centro della (1) col centro della circonferenza mobile (18) ad esso corri- 
« spendente si otterranno dne fasci proiettivi. 

Questo teorema ha pure luogo se al posto delle circonferenze circoscritte alla 
serie dei triangoli considerati si pongono coniche a centro simili alla 

AV±BV = ±A*B* 

le quali abbiano gli assi paralleli a quelli della (1), perchè i loro quarti punti d'in- 
tersezione colla stessa hanno per coordinate 

Il teorema sussiste pure quando alle circonferenze circoscritte a quella serie di 
triangoli iscritti nella (1) si sostituiscano coniche simili e cogli assi paralleli a 
quelli della 

(m) a^y^ + 2B rcy - 6«a;* == =fc P 

perchè i loro quarti punti d'intersezione colla (1) hanno per coordinate 

g = 2a - 8<p , C = 2/5 - 8X 

ed i raggi corrispondenti nei due fasci, in questo caso , sono paralleli e se si vuole 
che uno degli assi della conica (m) faccia l'angolo (i> coU'asse delle x basterà eviden- 
temente porre 

In tutti questi casi il luogo geometrico dei centri delle coniche circoscritte a tali 
tnangoli sarà sempre un'ellisse. 
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(12), si riduce alla 

(U) pX-a^ = A 

avendo posto 

(t-9A»)c*- 16(a*a« + 6V) 



A = 



24 e» 



Se f = 0,X = si ha A = e fc = e quest'equazione coinciderà allora colift 
a*a* + 6V = — r^-^ che ho dimostrato nella nota precitata , essere quella del 

IO 

luogo geometrico dei centri delle circonferenze circoscritte a questi triangoli quando 
il punto assegnato per loro centro di gravità sia il centro della (1). 

Se teniamo conto delle (3), (4) e (12) le coordinate dei tre vertici del trian- 
golo d*area massima corrispondente ad una determinata posizione del suo centro 
di gravità sulla (12) avranno i valori seguenti 

e questi punti dovendo trovarsi sulla (13) sarà 
(a?,-a)» + (y,-p)» = R» , (a?,-»)» + (y,-?)» = R» , (a5,-a)» + (v,-p)» = R». 

La differenza poi delle due ultime di queste equazioni, per le relazioni pre* 
cedenti, e per la (12), ci darà 

(3fc - 1) c*M + 2ft(6«p«p - o*aX) = 

equazione la quale combinata colla (12) e colla (14) ci fornisce per ^ e X i valori 
seguenti 

_| (3ft-l)ft*a«6«c»p» Att» \ 



, (8ft-l)fc»o»6»c*a» 



)+(3ft-t)c*A| o»a*-6»p* ) 



(o*a*-6»p») {2A(o»a»+6»P»)+(3ft-l)c*A} o»a»-6*p' 
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J 

e se in queste espressioni facciamo A; = ^ , allora esse si^ridurranno alle 

ó 

espressioni che portate nella (12) ci daranno per Fequazione del luogo cercato 

4 (a*a* + 6«?»)5 = c*(a*a* - 6*p»)«. 
Dalle formole precedenti si dedurrebbe poi il valore di R*. 
Genova 31 Maggio 1884. 



QUESTIONE 52. 



Dimostrare la relazione 





-l 

6. 



K 6,_» 6,. 



. 
, 
. 

• • 






essendo 



6p = lP + 2P+. . .+nP 



Leopoldo Crocohi. 



(*) Qaeste formole fanno pure vedere cbe congiungendo da un Iato il centro 
della (1) per mezzo di rette con ciascuna delle posizioni che può occupare il centro 
di gravità dei triangoli sulla (12), e dairnltro. colle pnsi/ioni loro corri -apAndenti dei 
centri delie circonferenze ad essi circoscritte si otterranno due fasci ì quali saranno 
tra loro proiettivi. 

VOI. xxiii. S 
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SVILUPPO DI UNA FUNZIONE SIMMETRICA MEDIANTE LE SOMME 
DELLE POTENZE SIMILI 



PER 



V. IANNI 



. In due note pubblicate nel Rendiconto della Reale Accademia delle scienze di 
Napoli anni 1878, 1819, abbiamo fatto vedere come colla induzione matematica si 
potea facilmente dimostrare la formola di Waring, quella cioè ch'esprime la somma 
delle potenze simili delle radici di un'equazione in funzione de' coefficienti dell'e- 
quazione medesima, e viceversa come un coefficiente qualunque di un'equazione si 
poteva esprimere mediante la somma delle potenze simili. 

Ora in questa terza nota ci facciamo a dimostrare collo stesso metodo la re- 
gola per ottenere lo sviluppo di una funzione simmetrica mediante le somme delle 
potenze simili. 

Supponiamo pertanto che una funzione simmetrica 'di un ordine m, e che 
esprìmeremo col sìmbolo 

si sviluppi in una serie di termini, ciascuno de' quali sia il prodotto di fattori S , 
i cui indici formino una partizione degli esponenti a^ , Q^...a^, onde Io sviluppo 
contenga tanti termini difTerenti per quante sono tutte le partizioni possibili che 
si possono ottenere dagli esponenti medesimi. Ed inoltre che indicando con p,g,r... 
rispettivamente il numero de' termini degli indici de* fattori S in un dato termine 
dello sviluppo, questo sia affetto dal coefficiente 

(P-1)!(?-I)l(r-1)!... 

ove converremo che sia ! = 1 . 

Supponiamo da ultimo che se la m è un numero pari, siano positivi tutti i ter- 
mini che abbiano un numero pari di fattori S , e negativi tutti quelli che ne ab- 
biano un numero dispari. E che nel caso che m sia un numero dispari si debba 
seguire la regola inversa. 
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Or diciamo che se la legge che abbiamo enunciata è vera per una funzione di 
ordine m^ essa debba ancora aver luogo per una funzione di ordine m+1, cioè per 

V /y. ^« /y. ^2 /y. ^«/v. ^«l+« 

Infatti sappiamo che moltiplicando S per 2 x^"^ x^^ . . . x^^ si ottiene 

che la funzione proposta dell'ordine m + 1 si sviluppa in una serie di m -h i fun- 
zioni dell'ordine m, cioè 

Da questa formola si fa manifesto immediatamente come abbia luogo anche per 
una funzione delFordine m+l la legge enunciata in riguardo ai segni. Perciocché 
supposto in prima che sia m un numero pari, tutti i termini nello sviluppo di 

I ajj *a?2 *... x^ "* che hanno un numero pari di fattori S saranno positivi, e ne- 
gativi gli altri, epperò tutti i termini che danno il valore di S Ix^ ^ x^^ ...x, 






saranno positivi se il numero de' fattori S è dispari, e negativi gli altri, come lo 
esige la legge enunciata, dacché m+i é un numero dispari. Per le rimanenti fun- 
zioni della formola (a) la cosa é evidente dacché esse sono tutte aiTette dal segno 
negativo. 

Analogamente si ragiona se la m è un numero dispari. 

Ciò posto osserviamo che sviluppando secondo la legge enunciata le funzioni 
della formola (a), ogniqualvolta si ha che la S porta un indice complesso , e che 
uno de' termini di questo indice é a^^.| , il che avviene per tutte queste funzioni 
eccetto la prima, se s'indichi con p il numero de' termini deirindice, questo equi- 
varrà alla somma di soli p-1 esponenti, e quindi la S sarà affetta dal coefliciente 
(p-2)!. 

Premessa questa osservazione esaminiamo i termini che si ottengono svilup- 
pando le m+l funzioni della formola (a). 

Nella prima di queste funzioni S Ix^ ^x^ *... x^^ "*, secondo l'ipotesi fatta, 

il secondo fattore darà tanti termini dilTerenti per quante sono le partizioni degli 
esponenti a^yO^- . *a^. Ma tutti questi termini dovendo essere moltiplicati per 
S , avviene che lo sviluppo di questa funzione darà tanti termini per quante 

sono le partizioni tra tutti gli esponenti da a, ad a^^^ nelle quali una delle parti 
è costantemente a^^^. 
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Sviluppando ora tutte le funzioni che restano nella formola (a) si otterranno 
1^ i termini dello sviluppo richiesto i quali hanno per fattori rispettivamente 
S ) S . . , e che possiamo rappresentare coi simboli 

onde si avranno tanti termini quante sono le partizioni degli esponenti a^M^.^.a^.a^^i 
nelle quali una delle parti è la somma di due esponenti uno de* quali è sempre a^+^: 
2® i termini che hanno ciascuno un fattore S con un indice trinomio es- 
sendo però uno de* termini del trinomio medesimo costantemente a^^i , e poiché 
uno stesso di questi trinomi si ottiene nello sviluppo di due funzioni differenti, ne 
segue che questi termini, oltre agli altri coefficienti come lo esige la legge enun- 
ciata, prenderanno anche il fattore 21 onde si potranno esprìmere coi simboli 

-'"^■^^4.a„2-^•-.'■- • -^!^.+..„.„s-.'"--.°--«- 

e quindi si avranno tanti termini per quante sono le partizioni tra gli esponenti, 
nelle quali una parte è formata dalla somma di tre esponenti , essendo però uno 
di essi sempre a^^^i 

3^ tutti i termini che hanno un fattore S avente per indice un quatrinomio 
essendo però uno de* termini del quatrinomio medesimo a^+i , e dacché ciascuno di 
questi fattori S è affetto secondo la legge da un coediciente 2! e di più poiché 
uno stesso quatrinomio si ottiene dallo sviluppo di tre funzioni differenti, ne segue 
che il coefficiente che accompagna ciascuno di questi fattori sarà 3! Ed inoltre 
questi termini saranno tanti per quante sono le partizioni degli esponenti, nelle 
quali una parte ò formata da quattro esponenti, essendo uno di essi sempre a^^^. 
E cosi proseguendo si ha che Tultimo termine sarà 

mlS 

dacché questo indice polinomio é dato da tutte le m funzioni che seguono la prima 
nella formola (a). 

Segue quindi da questa analisi che si otterranno tanti termini per quante sono 
le partizioni possibili tra gli tn+l esponenti, e che inoltre i coefficienti ed i segni 
seguono anche la legge enunciata. 

E poiché si può verificare col fatto che questa legge é vera per m=4, o m=5 
ne segue ch'essa è vera per un ordine qualunque. 
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RICERCHE SULLE CURVE PIANE DEL TERZO ORDINE 

D I 

VITTORIO MARTINETTI 



1. Data una curva generale del 3® ordine, C^ , possiamo considerare sopra di 
essa tre diversi sistemi di punti coniugati, potendosi riguardare C, come Hessiana 
di tre altre curve Cj' , C," , 0,'" pure del terzo ordine. 

Prendiamo a considerare uno qualunque di questi sistemi, quello ad es* che 
nasce considerando C3 quale Hessiana di C3'. 

2. Ogni retta condotta per un punto a di C^ sega ulteriormente la curva stessa 
in due punti, 1 coniugati dei quali sono pure allineati con a ; si può in questo 
modo far corrispondere ad ogni retta uscente da a una retta che passa pure per 
a. La corrispondenza che nasco è una involuzione nella quale sono ra&:gi doppi 
quelli, che segano ulteriormente Cs in una coppia di punti coniugati, ossia le due 
rette in cui si spezza quella conica polare, rispetto a C5', che ha un punto doppio 
in a (•). 

3. Consideriamo, insieme a questa involuzione intorno ad a , quella analoga 
intorno ad un altro punto b di C, , e stabiliamo una trasformazione univoca del 
piano in sé stesso facendo corrispondere ad ogni punto m il punto m' intersezione 
dei raggi coniugati rispetto ad am , e , bm nelle due involuzioni intorno ad a e b. 

Come è noto, questa trasformazione univoca è involutoria di 2^ ordine e classe 1 . 

I raggi doppi delle involuzioni intorno ad a e 6 si segano in quattro punti , 
che sono i punti uniti dell* involuzione quadratica, e costituiscono un quadrangolo 
i cui punti diagonali a,b ^c sono i punti fondamentali deirinvoluzione stessa. 

I quattro punti uniti della involuzione sono punti base di un fascio di coniche 
polari (rispetto a C3'), precisamente, delle coniche polari dei punti della retta a'6' 
(essendo a' , b' coniugati di a , b net sistema che consideriamo) allora il punto e 
è un punto di C3 ed è il coniugato del punto e' in cui C3 è segata dalla a'b\ 



O Cremona. Introduzione ad una teoria geometrica ddle curve piane. Art. 134. 
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I punti a , b , e sono adunque coniugati di tre punti in linea retta. 
Neil* involuzione quadratica stabilita ad ogni punto di C3 corrisponde il suo 
punto coniugato epperò potremo enunciare il teorema : 

Esiste una doppia infinilà di trasformazioni quadratiche involutorie di classe 1, 
te quali trasformano una data curva generale del 3^ ordine in sé stessa, in modo 
che sono corrispondenti su di essa le coppie di punti coniugati in uno stesso 
sistema. 

I punti fondamentali della trasformazione sono coniugati {in questo sistema) 
di tre punti in linea retta. 

4. Queste sono le sole involuzioni quadratiche, che godono della proprietà 
enunciata. 

Infatti una involuzione quadratica che trasformi G3 in sé stessa in modo, che 
i punti coniugati (in un sistema) siano coppie di punti corrispondenti, deve essere 
di classe 1, (giacché le rette contenenti una coppia di punti corrispondenti non 
passano tutte per un punto), deve avere i punti fondamentali sopra C3 , e le invo- 
luzioni delle rette corrispondenti intorno ai punti fondamentali devono essere quelle 
che proiettano le coppie di punti coniugati, quindi ecc. 

Indichiamo per brevità con 

I,(a , 6 , e) 

l'involuzione quadratica della natura considerata, che ha per punti fondamentali i 
punti a^b yC. 

5. L'esistenza della doppia infinità di involuzioni I, conduce a dimostrare fa- 
cilmente alcune proprietà dei punti coniugati. 

Ad una retta del piano la quale sega C3 nei punti a/ 6/ e/ corrisponde in una 
qualunque involuzione l2(a,b,c) una conica la quale passa per a^òjC ed a^,b^yC^J 
coniugati di a/ , 6/ , e/ ; e però : 

Ogni conica condotta pei coniugati di tre punti in linea rella sega C3 in 
altri tre punti i cui coniugati sono in linea retta. (Cremona 1. e. art. 137). 

Consideriamo una curva di ordine n con un punto (n— l)plo in un punto a di 
C3 essa segherà Cj in altri 2n + 1 punti 6^- , i= 1 , 2,..., 2rn-l. A questa curva, 
corrisponderà' nella involuzione Iziabi^)^ (k essendo un numero intero qualunque 
fra 1 e 2n4-l) un'altra curva di ordine n, che passa per a con n-1 rami, sem- 
plicemente per b/^ e pei coniugati di tutti gli altri punti 6^. Abbiamo adunque : 

Se 2n + 1 punti b^ , i = 1 ,2, ... , 2n 4- 1 di C3 giacciono sopra una curva di or- 
dine n con un punto (n-l)*^*^ in un punto a di C, allora la curva di ordine n, 
che possiede un punto (n-1)*'^'® nello stesso punto a e passa pei coniugati di 2n 
dei punti b, det;e passare pel punto b rimanente. 

Per n = 2 abbiamo : 

Se a, b, e, d, e, f sono sei punti di G3 sopra una conica G3 esiste un*altra co- 
nica G2 che contiene 1 punti a, b, e', d', e\ f , cioè: 
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Quattro punti di C, ed i loro coniugali in un sistema, hanno il medesimo 
corresiduale^ a punto opposto (il punto m in cui ab sega ancora Cj). (Cremo- 
na 1. e). 

Se poi sono sopra una conica i punti a.6,c',d',e'/' lo sono anche a,6',c',d.e,f 
e quindi ancora a', 6', e', d', e', f . 

Dunque : 

Se sei punti di G3 sono sopra una conica i loro coniugati in uno stesso si- 
stema sono anche sopra una conica. (Cremona 1. e. 137). 

Dna retta r qualunque del piano sega C, in tre punti a',b',c' pei quali pas- 
sano le rette fondamentali deirinvoluzione 1,(0, b , e), sicché ad r corrisponde una 
conica C2 circoscritta al triangolo abc q che non sega C, fuori di questi punti ; 
Ct è tritagente alla cubica. 

Yiceyersa ogni conica tritangente toccando la C3 nei punti a » b , e coniugati 
di tre altri o',6',c' in linea retta ha per corrispondente questa retta nella I^{abc). 
Adunque : 

Ogni retta del piano individua in ciascun sistema^ una involuzione I, nella 
quale alla retta stessa corrisponde una conica tritangente. 

Alle tangenti di Cj corrisponderanno, sulle rispettive involuzioni, coniche che 
hanno due contatti con Cj uno di i® l'altro di 3° ordine. 

Alle tangenti di flesso corrisponderanno coniche che hanno un contatto di 
5' ordine con C, nei punti coniugati dei flessi, ecc. ecc. 

6. Consideriamo un numero qualunque m di involuzioni I2 relative ad uno 
stesso sistema, siano : 

I,(*) , I.(*) . . . Ij^*»). 

Ad un punto a del piano corrisponderà nella Ij^*^ il punto a<*\ ad a^*) nella I^^*^ 
corrisponderà a^*\ e cosi seguitando si giungerà ad un punto a^^K La corrispon- 
denza fra i punti a , a^"*^ è univoca (in generale d'ordine 2**) ed in essa la cubica 
G3 è unita ; precisamente punteggiata unita se m è pari, ed unita soltanto, se m 
è impari, ma allora i punti coniugati sono i punti corrispondenti. 

In questo modo si possono avere infinite trasformazioni del piano in sé me- 
desimo , che trasformino la curva di 3® ordine in sé stessa punto per punto , od 
in modo, che le coppie di punti corrispondenti siano i punti coniugati di un me- 
desimo sistema. 

7. Trasformando successivamente il piano con involuzioni I, che abbiano un 
punto fondamentale comune a 

J,(*)(a&.c,) , I,^^)(a6,c,) V^H^ 6„, e J 

si giunge ad una involuzione di Jonquières che in generale sarà dell'ordine m+l. 
Non consideriamo per ora il caso di m pari, ma supponiamolo dispari. Allora 
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vediamo, che ad una retta r della prima figura corrisponde una curva dell'ordine 
m+l| che ha in a un punto m— uplo e passa semplicemente per i 2m punti 

bi , e, , bj' , Cj' , 6, , C3 , &/ , e/ • . . 6'„^4 , c'„^, . 6„ , c« 

(intendendo con 6/ , e/ i coniugati di 6^ , c^). Alla retta r considerata appartenente 
alla seconda figura corrisponde una curva d'ordine m+1 con un punto m'^v^ in a 
e che passa pei 2m punti : 

b| j Ci j bj , Cj 9 bj > C3 , ^4 , C4 y . • . y Om , Cm 

Dunque : II sistema dei punti fondamentali delle due figure è il medesimo. 

Quest'ultima proprietà che è una condizione necessaria acciocché una trasfor- 
mazione sìa involutoria, nel caso delle trasformazioni generate per l'applicazione 
successiva di involuzioni I^ è anche sufficiente. Infatti 1 punti di G, si corrispon- 
dono sempre ìnvolutoriamente fra loro , quindi ad una retta , considerandola ap- 
partenente all'una e all'altra figura, corrisponderanno due curve dello stesso or- 
dine n le quali avranno n* — 1 intersezioni raccolte nei punti fondamentali , e si 
segheranno inoltre nei tre punti corrispondenti alle intersezioni della retta con C,; 
però le due curve coincidono e la trasformazione è involutoria. 

Dimostreremo in seguito , che le involuzioni di Jonquiéres, che hanno la 
stessa proprietà delle involuzioni I2 , nascono necessariamente dall'applicazione suc- 
cessiva di involuzioni I^. 

8. Le involuzioni di Jonquiéres generate nel modo, che abbiamo detto, e 
che per semplicità indicheremo con I^^, , sono tutte di ordine pari, e vediamo che 
i punti fondamentali semplici, sono i punti fondamentali b^ , c^ delle 1^^^ di indice 
i disparì, ed i coniugati dei punti b^ c^ delle involuzioni di indice i pari. 

Però è evidente , che si possono scambiare fra loro due involuzioni se sono 
entrambe di posto pari, dispari senza che cambi la I„^,. Cosile due involuzioni 

una di posto pari l'altra dispari si potranno sostituire colle due altre 

(essendo a ^b^ ^ e/ coniugati di tre punti in linea retta se lo sono a , b^ , c^). 

Se delle m involuzioni I,<*) (a b^ c^) due fossero uguali possono darsi due casi 
sono entrambe di indice pari dispari ovvero l' una è di indice pari e 1* altra 
dispari. Nel primo caso potremo sempre ridurre queste due involuzioni ad essere 

Ii<*Ha,b,c) V*)(a,b',c') 
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ed allora si vede che T involuzione finale I^^, è ancora d*ordine m f 1 (supposte 
distìnte tutte le altre I^^^)) ma ha due coppie di punti fondamentali semplici infi- 
nitamente vicini in 6 e e. Se vi fossero {jl involuzioni uguali ma tutte di ìndice 
pari dispari, vi sarebbero {ji coppie di punti infinitamente vicini in 6 e e. 
Nel secondo caso potremo ridurre le due involuzioni ad essere 

V*>(o6c) IjW(a6c) 

ed allora Tinvoluzione finale è d'ordine m— 1, appunto quella che nasce conside- 
rando le m - 2 involuzioni distinte. 

Se due delle involuzioni I2 fossero della forma 

l/Uo,6,c) V'>(a,6',c') 

si può lìdurre la seconda ad essere I,^'*^*^ (a » 6 , e) ed allora si ricade nei casi con- 
siderati precedentemente. 

Adunque per avere una involuzione Im+fCa^--*) potremo prendere m involuzioni 
lt(a) in modo qualunque, purché non vi si<ino due involuzioni uguali di indice una 
pari e Taltra dispari, ovvero due involuzioni entrambe di indice pari dispari nelle 
quali i punti 6 , e delFuna siano coniugati dei punti b , e dell'altra. 

9. I punti fondamentali omologhi della ì^^^^ sono i punti fondamentali b,c di 
ona stessa I^^'^ ovvero i coniugati di questi punti, quindi sono allineati con a' con- 
ìugato di a. Diremo che Finvoluzione ì^^^ è relativa al gruppo delle m rette che 
escono da a' e contengono le m coppie di punti coniugati ai fondamentali omoIoii,'hi. 

E evidente, che prese m rette uscenti da a' si può aver sempre Finvoluzione 
relativa a queste rette. (Fra queste m rette non vi deve essere però una coppia 
di raggi coniugati deirinvoluzione intorno ad a' perchè allora Tinvoluzione risulta 
d'ordine m-1 relativa alle m-2 rette rimanenti). 

Per dimostrare, che queste sono tutte e sole le involuzioni di Jonquières, 
che trasformano C, in se stessa cosi, che le coppie di punti coniugati siano anche 
corrispondenti basterà far vedere: 

Che le involuzioni di Jonquières aventi questa proprietà sono necessaria- 
mente di un ordine n pari e che le coppie di punti fondamentali omologhi sono 
costantemente allineate col coniugato del punto (n— l)pi^. Poiché in questo caso sol- 
tanto avremo una involuzione I^ relativa ad (n— 1) rette uscenti dal coniugato del 
punto (n— 1)^^, la quale possederà gli stessi punti fondamentali della considerata, 
e che perciò coinciderà con questa. 

10. Sia n Fordine della involuzione di Jonquières, che ha la proprietà vo- 
luta, e sia a il punto (n-l)°P^^ a e tutti i punti fondamentali semplici devono gia- 
cere su C3 giacché dovendo essere C3 unita, è necessario che la somma delie mol- 
teplicità dei punti fondamentali, che giacciono su di essa, sia eguale a 3(n~ I); 
quindi tutti i punti fondamentali giacciono sopra Gj. 

VOL. XXUI. 6 
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Ai raggi che partono per a corrispondono rette, che passano per a, e le rette 
corrispondenti formano una involuzione. Ma i punti coniugati di C3 devono essere 
corrispondenti per cui Y involuzione di raggi intorno ad a deve essere appunto 
quella, che nasce proiettando da a i punti coniugati di C3. 

I raggi doppi dell' involuzione contengono una coppia di raggi distinti quindi 

non possono essere punteggiati uniti. 

fi 
L'ordine della involuzione deve essere pari, e la sua classe « (*). 

Due punti fondamentali omologhi b , e dovranno trovarsi sopra due raggi con- 
iugati dell'involuzione, possono perciò darsi due casi : 6, e e sono punti coniu- 
gati, ovvero non lo sono. 

Supponiamo che si verifichi il primo caso. Le rette a6 , ac segheranno ulte- 
riormente C3 nei punti 6, , c^ coniugati fra loro e quindi corrispondenti nell'invo- 
luzione, ma &| giace sulla retta fondamentale ab quindi corrisponde ad un punto 
infinitamente vicino a e, cosi c^ deve corrispondere ad un punto infinitamente vi- 
cino a 6, perciò il caso supposto non si verifica se non quando le rette ab , ac 
sono tangenti in b e e a C3 ed allora sappiamo che bc passa per a' . £ noto poi 
che se b e e non sono coniugati sono necessariamente allineati con a', quindi è 
dimostrato quanto si voleva : cioè : 

Per n qualunque esistono involuzioni di Jonquières di ordine 2n, in nu- 
mero 00*'*, che trasformano C3 in se stessa in modo che i punti coniugati sono 
i punti corrispondenti. Queste involuzioni sono quelle relative a 2n-l rette uscenti 
da un punto jarbilrario di C3. 

. 11. Considerando le curve d'ordine 2n che corrisdondono alle rette del piano 
in queste involuzioni, segue immediatamente : 

Le curve di ordine 2n con un punto (2n -- l)pio in un punto ^ di C^ ^ che 
passano per 2n-l coppie di punti di C, allineati con a' (coniugato di a) formano 
una re(e, ed ognuna di esse sega ulteriormente C3 in tre punti^ che sono coniu- 
gati di tre altri in linea retta. 

12. La curva dì ordine 2n— l fondamentale in una qualunque IjnCa**"') pos- 
siede un punto (2n-2)^pJo in a, passa pei punti fondamentali semplici e sega C, in 
un altro punto che deve essere a'. 

I punti di due raggi coniugati della involuzione intorno ad a si corrispondono 
fra loro proiettivamente. Se chiamiamo 

m j n ; m' n' 

i punti in cui questi raggi segano C3 ed r , r' quelli in cui segano la curva fon- 



(*) Berti ni. Sopra alcune involuzioni piane, Bend. del B. L Lombardo Serie II. 
Voi. 16. 
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(lamentale di ordine m-1, dovremo avere: 

(mnra)=i{m'n' ar'). 

Proiettando da a' questi gruppi di punti si avrà : 

o'(m n r a) =s a' {rn! n' a r') = a' (n' m' r' a). 

Ha le rette a'm , a'n coincidono rispettivamente con a' n' , a' m' sicché anche a'r 
deve coincidere con a' r'. 

13. Queste proprietà si possono enunciare cosl: 

Ogni curva C,^., di ordine dispari 2n-i con un punto (2n-2)"P^'' in un punto 
a dì Cs , che passa semplicemenle per 2n- 1 coppie di punti di C3 allineati con 
a', sega costantemente C, nel punto a'. 

Od anche : 

Le curve di ordine 2n— 1 con un punto (2n-2)"P*° in a, che passano sempli- 
cemente per a' e per 2n-2 coppie di punti di C, allineati con a', formano un 
fasciOj ogni curva del quale sega C3 in due punti allineati con a'. Ognuna di 
queste curve gode anzi della proprietà che i due raggi che proiettano da a due 
punti di C3 allineati con a' la segano in due punti pure allineati con a'. 

U. Proponiamoci ora il problema più generale della ricerca di tutte le tra- 
srormazioni di Jonquières di un piano in se stesso nella quali C3 è curva unita 
ed i punti coniugati sono corrispondenti su di essa. 

Supponiamo che esista una trasformazione di questa natura e sia n il suo or- 
dine. I punti fondamentali delle due ligure devono giacere sopra C3. 

Se a è il punto (n-1)P*o della prima flgura ogni rettjt che passa per a ha per 
corrispondente nella seconda un' altra retta , che passa pel punto fondamentale 
(n-i)9^ della seconda flgura. Ora la retta considerata sega C, in due punti , la 
sua corrispondente deve essere la retta che unisce i due coniugati , perciò passa 
pel punto a: I punti fondamentali (?i-1)"p^ì delle due figure devono coincidere. I 
raggi uscenti da a si corrispondono involutoriamente. 

Sia fj una retta fondamentale della prima flgura ; r^ passerà per a e segherà 
C, in altri due punti ò , e uno dei quali , supporremo 6 , sarà fondamentale della 
prima flgura. Il punto fondamentale della seconda che corrisponde ad ri (omolo- 
go a 6) sarà sulla retta t^ coniugata ad r, nelF involuzione intorno ad a e sarà 
quindi uno dei punti b' , e' coniugati di 6 , e. 

Se 6' fosse fondamentale non potrebbe esserlo e' quindi a e' deve corrispon- 
dere nella 1* figura un unico punto, che deve essere nello stesso tempo il punto 
e , suo coniugato , ed un punto inflnitamente vicino a 6. Perciò la retta ab è 
tangente in 6 a C3 (e quindi anche ab') ovvero il punto fondamentale omologo di 
h è c\ In ogni caso i punti fondamentali omologhi sono allineati con a\ 

Le curve fondamentali d'ordine n—ì devono passare per a' (dovendo ad a' cor- 
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rispondere a tanto nelFuna che nell'altra flgura), e dovranno segare due raggi con- 
iugati ab e » a Ve' deirinvoluzione intorno ad a nei punti m , n ; m\n' cosi che 
le punteggiate 

a b e m , n' b' (f a 
e le altre 

a b e n , m' b' d a 

siano rispettivamente proiettive. 

15. Trovate queste condizioni necessarie per resistenza della trasformazione, 
mostriamo come questa si possa eOettivamente costruire. 

Sia a un punto qualunque di C, ed a' il suo coniugato. Consideriamo T invo- 
luzione dei raggi, che proiettano da a le coppie di punti coniugati in un mede- 
simo sistema e descriviamo una curva qualunque C,., d'orJine u— 1, che abbia un 
punto (n— 2)apio in a e passi per a'. 

Un raggio che parte da a seghi C, in 6 , e, e la 0^., in m, il suo coniugato 
seghi C^„4 in rn! e C, in 6' e e'. 

Stabiliamo sopra questi raggi coniugati due proiettività prendendo come punti 
corrispondenti 

nella !■ o , m' ; 6 ; 6' ; e , e' 

nella 2* m , a ; 6 , 6' ; e , e' 

avremo cosi che ad ogni punto di un raggio corrispondono due punti del raggio 
coniugato, uno nella prima, Taltro nella seconda proiettività. 

Con questa legge abbiamo stabilita una trasformazione univoca del piano in 
se stesso, nella quale i punti di C^ hanno per corrispondenti, tanto nell'una che 
nel! altra figura, i loro punti coniugati. 

La trasformazione è di Jonquières perchè ad una retta arbitraria condotta 
per a corrisponde nna retta che passa per a. per questo ancora a è il punto fon- 
damentale di massima molteplicità delle due figure. Ma al punto a, considerato ap- 
partenente alla prima figura, corrisponde la curva C».» perciò la trasformazione è 
dell'ordine n. Sicché al punto a considerato appartenente alla seconda figura cor- 
risponderà una curva d'ordine n-\. 

Se a è un punto intersezione di C, con C^.i (diverso però da o!) la retta aa 
segherà in ^ ulteriormente Cs , ed il raggio coniugato segherà Ca in a!,^' e la 
C»„4 in un punto jjl (in generale diverso da a' e P'). Le proiettività su questi raggi 
devono essere stabilite colle coppie 

o , JJL ; a , a' ; p , P' 
a , a ; a , a' ; p , P' 
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cioè so as è un punto del primo raggio i corrispondenti y^ , Vi sul secondo devono 
soddisfare le relazioni : 

(aapO(j) = (|ia'P'ì/,) ; (aapaj) = (aa'P'ì/,) 

donde risulta : che al punto a della seconda figura corrispondono tutti i punti del 
raggio coniugato (cioè a è fondamentale nella 2* figura), e che a tutti i punti della 
a a considerata nella seconda figura corrisponde costantemente il punto ^'9 dunque 
^' è fondamentale nella 1' figura ed omologo ad a. 

Però i punti fondamentali della seconda figura sono le 2(n-l) intersezioni di 
C, e C»., fuori dei punti a,a', ed i punti fondamentali omologhi sono allineati con a'. 

In questo modo abbiamo costruita una trasformazione di Jonquières nella 
qmle G^ è curva unita ed i punti coniugati sono i punti corrispondenti. 

Le trasformazioni di ordine n di questa natura sono oo^c*^'*). 

i6. Anche qui considerando le curve fondamentali di ordine (M-l) e le reti 
di curve corrispondenti alle rette del piano possiamo enunciare le proprietà seguenti: 

Se una curva 0^^.^ di ordine n-1 ha un punto (n— 1)"?*° in a e passa per 
a' {coniugato di a in un certo sistema) sega G^ in attri 2(n-l) punti^ ed allora 
i 2(n-)) punti di G, che stanno in linea retta con questi e con a' giacciono sopra 
nrC altra curva C'^^^ d'ordine n— 1 che passa (n-2) volte per o, e semplicemente 
per a'. 

Tutte le curve di ordine n che passano con (n— 1) rami per a e semplice - 
mente pei 2(n-l) punti comuni a G, e G„., , fuori di a ed a', formano una rete 
e ciascuna sega ulteriormente C3 in tre punti coniugati di altri tre in linea retta 
{nel sistema considerato). 

Per n=2 queste trasformazioni di Jonquières sono necessariamente le invo- 
luzioni I^. 

17. Togliamo ora considerare le trasformazioni di Jonquières nelle quali la 
cubica Cs è punteggiata unita. 

Abbiamo notato (n® 7) come si giunga a trasformazioni di questa natura ap- 
plicando necessariamente al piano un numero pari di involuzioni V^Ca) con un 
punto fondamentale a comune. 

Sia n Tordine di una trasformazione di Jonquières che abbia la proprietà 
voluta (sarà n>5). 

1 punti fondamentali delle due figure devono stare sopra C, ed il punto (n-l)P^^ 
deve essere comune. I raggi del fascio di centro sono uniti dovendo essere 
punti uniti le intersezioni loro con C,. 

Se consideriamo un raggio qualunque condotto per avremo sopra di esso i 
punti a , b intersezioni con C3 . ed i punti m^ m^ intersezioni colle curve fonda- 
mentali C',., , C"„.| della 1* e della 2' figura. 
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Le due punteggiate sovrapposte 

a b I m^ ; f7t| a b , 

devono essere proiettive. 

Si vede poi facilmente che : 

I punti fondamentali omologhi sono allineati con 0. 

Le curve fondamentali C «.i , C"^.^ toccano con un ramo C, in ed hanno 
gli altri n— 3 rami tutti tangenti fra loro. 

Queste n— 3 tangenti comuni, che partono da 0, sono punteggiate unite. 

Gli (n-1) punti d' incontro di C'„_4 , G"n-ì fuori di giacciono sulla conica 
polare di rispetto a G^ , ed i punti sopra gli n— 1 raggi del fascio 0, che pas- 
sano per tali intersezioni, si corrispondono involutoriamente. 

18. Allora se noi prendiamo sopra C, un punto arbitrario e consideriamo 
una curva 0"„_, d'ordine n-1 con un punto (n— 2)"?^ in e che tocca con un 
ramo C5 nel punto stesso, avremo che un raggio arbitrario che passa per 0, sega 
Cj in a , 6 e C'^-i in wij , per cui fissando sul raggio una corrispondenza proiet- 
tiva assumendo come corrispondenti le coppie di punti : 

a , a ; b , & ; , m^ 

avremo che ogni punto del piano, considerato appartenente alla P figura od alla 
2*, ha. in generale, due punti corrispondenti sul raggio che lo unisce ad 0. 

Questa corrispondenza dei punti del piano è una trasformazione di Jonquiè- 
res, in cui è il punto fondamentale di massima molteplicità. Ma al punto con- 
siderato della 1* figura corrisponde C"„_| però la trasformazione è di ordine n* 

II luogo dei punti che su ogni , raggio corrispondono ad considerato della 
2* figura sarà una curva C'„_4 d'ordine (n-1) con un punto (h-2)«p^^ in 0. 

Se ab è una tangente di CVi i» allora la proiettivìtà su questo raggio 
si ha facendo corrispondere i punti 0,a,b a loro stessi, sicché ogni punto di questo 
raggio corrisponde a se stesso nell'una e nell'altra figura. 

Per questo C'„_| avrà le medesime tangenti nel punto della curva 0"n_i (*)• 

Se il punto m, giace sulla conica polare di rispetto a 0^ la proiettivìtà sul 
raggio Om, diviene una involuzione; però per questi punti m^ passa anche C'n.,. 

Infine se a punto di C3 è anche un punto di C'^.! allora al punto qualunque 
Xt considerato appartenente alia ^* figura, sul raggio a ^ corrisponderà il punto 



(*) Se la tangente in a C",|., fosse quella che è anche tangente a C, allora 
a coinciderebbe con e quindi non si può più stabilire direttamente la proiettività 
su questo raggio, la quale sarà determinata invece dalla continuità ; ma ad ogni modo 
corrisponderà sempre a se stesso nelle due figure. 
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Xi che soddisfa la relazione : 

(0 a p 05,) = (a a g x.) 

quindi qualunque sia x^ si ha 0^1 = ^; solo per X2 = ol si ha che Xi è qualunque, 
ossia ^ e a sono punti fondamentali semplici omologhi. La C'„.| deve passare pei 
punti ^. 

19. Concludiamo adunque che esistono, in numero oo*("'*> trasformazioni di 
ordine n di Jonquières, nelle qiiali una data cubica C, è punteggiata unita. 

Fra tutte queste ve n* ha soltanto una semplice infinità di involutorie : nascono 
per n— 3 prendendo per C'Vi ^a conica polare di rispetto a C3. Sono queste 
le inToIuzioni di 3® ordine e classe zero trattate in generale dal sig. Bertini (*). 

20. Possiamo enunciare la proprietà seguente, che segue immediatamente dalla 
esistenza di queste trasformazioni di ordine n. 

Una curva C'„_i d'ordine n-1 con un punto (n-2)apio ifi un punto guattiti^ 
que O di C3 e con un ramo ivi tangente a G3 sega la cubica stessa in altri 
2(n-l) punti, ed allora gli altri 2 (n-1) punti di C3 , che sono allineati con questi 
e con O, giacciono sopra un' altra curva C"„_, di ordine (n — 1) con v/n punto 
(n — 2)'»P^ in 0, la quale tocca in gli (n — 2) rami di G'^^^ , e sega questa 
curva stessa in altri (n— 1) punti i quali giacciono sopra la conica polare di 
rispetto a C^. 

Pisa, Marzo 1884. 



(*) Sopra una classe di trasformazioni univoche involutorie. Annali di Matema- 
tiche, Serie II. T. VII. 
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MÉMOIRE 

sur les figures isographiques el sur uo mode ODiforme de generation des coiirbes 
à doublé courbiire d'un ordre quelconque au moyen de deux faisceaux corre- 
spondanls de droites. 

PAR 

E. DE JONQUIÈRES 

Gapitaine de fregate (*). 

{Ewirait d'une lettre adressée à M. le Dr. G. B. G uccia) 

PariSi ce iO novembre 1884. 
Gher MonsieuTy 

Dans le cours d*une conversation mathématique que j*ai eu le plaisir d'avoir 
avec vous, un de ces jours derniers, j*ai été coDduit à citer un ancien mémoire 
de mei sur un mode de transformation des flgurcs planes (alors nouveau), que 
j*avais presente à rAcadémie des Sciences, d'abord le 10 octobre 1859, puis, sous 
sa forme definitive, le 23 janvier 1860, et qui, n'ayant pas fait Tobjct d'un Rap- 
port, est reste, depuis cotte epoque, classe dans les archives de Flnstitut. 

Yous m'avez aussitót exprimé le désir et je vous ai donne la facilitò de con- 
sulter ce manuscrit, au secrétariat. Yous avez alors insistè très obligeamment 
auprès de moi, pour que je vous fisse donner une copie authentique du mémoire, 
en m*offrant de le faire publier tei quel dans un des journaux scientifiques de votre 
pays, où plusieurs jeunes savants (sans parler ici des illustres) cultivent avec ar- 
deur et succès la Geometrie. 



(*) Crediamo fare cosa molto grata ai lettori geometri del Giornale pubblicando la 
seguente Memoria del chiarissimo sig. de Jonqaières, per l'interesse storico che 
presenta relativamente allo sviluppo della teoria delle trasformazioni geometriche. Un 
ristretto di questa memoria fu pubblicato nelle Nouveìles Annalea de Mathématiques 
(2« sèrie t. IH mars 1864). 

G. B. 
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Me conformant à vos intentions, j*ai Thonneur de vous remettre, avec la pré- 
sente lettre (dont la reproduction ne sera point inutile dans la circonstance), une 
copie, certiflée conforme, de ce document, qui peut présenter un certain intérét 
historique , et je vous autorise à le faire publier et à en corriger vous méme les 
épreuves, comme vous avez eu la bonté de me ToiTrir. 

ifec tous mes remerctments, veuillez agréer, cher Monsieur, Fexpression de 
ma haute et bien aflectueuse estime. 

Vice Amirai E. de Jonquières. 



INTRODUCTION. 



La plupart des Géomètres qui se sont occupés des courbes à doublé courbure, 
et notamment CI air a ut qui a écrit sur ce sujec un traité célèbre, les ont con- 
sidérées comme résultant de Tintersection de deux surfaces ; et c*est au moyen des 
équations des deux surfaces, dont Tintersectìon donne lieu à une courbe à doublé 
courbure, qu'on a coutume de la représenter analytiquement. Ce mode de repré- 
sentation a permis de découvrir quelques unes des propriétés générales de ces 
courbes, et pourtant il est loin d'étre entièrement satisfaìsant (ainsi que H. Cayley 
en a fait la remarque dans un article récent du Quarterly Revietc (*)), méme 
dans le cas le plus favorable, où la courbe qu*on se propose d*étudier est Tinter- 
section complète des deux surfaces, parce qu'il implique la considération de ces deux 
surfaces qui sont étrangères à la courbe, et cotte objection devient plus sérieuse 
encore quand la courbe n*est pas Tintersection complète des deux surfaces, puis 
qu'on est alors contraint d'englober, en méme temps qu'elle, dans les formules 
destinées à la représenter, une ou plusieurs courbes qui lui sont étrangères. 

Ces réflexions n'ont sans doute échappé dans aucun temps aux Géomètres. 
Gependant je crois qu*on a fait peu de tentati ves pour surmonter la diIBculté qu elles 
signalent. M. Mobius paralt étre le premier qui ait dirige son attention sur ce 
point, et Fon trouVe dans son savant ouvrage intitulé : Calcul barycentriquCj un 
chapitre (**) consacré à la représentation analytique, je devrais dire òarycentngue, 



(•) Livraison n^ 11. Aoùt 1859. 

(**) Calcul harycentrigtue ou nouveau moyen de traiier la Geometrie par Vanalyse 
(Chap. YII. P»^« partie; n«* 95| et suivants). Cet ouvrage a étó publié, en langue 
allemande à Leipzig en 1827. On j trouve des théories très ayancées, surtont si Fon 
a égard à l'epoque de sa publication. C'est à l'obligeance de M. Chasles qne je 
dois de le connaltre, gràce à une traduction qa*il en a fait faire récemment. 

VOI.. XXIII. 1 
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des courbes à doublé courbure. Yoici, en peu de mots, quelle est la méthode créée 

par M Mobius. 

11 prend dans Tespace, quatre points flxes (points fondamentaux), non sìtués 

sur un méme pian, et il suppose que chacun d'eux soìt chargé d'un poids cxprimé 

par un coefficient. Pour chaque système de vnleurs des quatre coefllcìents, le centro 

de gravite du système des quatre points massifs est un poìnt unique de 1* espace, 

qui varie avec les coedicients. Si la variation de ces coeflicients |est assujetie à 

une loi, celle du centre de gravite suivra aussi une loi ; et Ton con^oit a priori 

quMl soit possible de diriger ainsi, d'une manière déterminée, le mouvement que 

prend dans l'espace le centre de gravite des quatres points fondamentaux.* Pour y 

arriver, M. Mobius suppose que les quatre coeflicients soient des fonctions en- 

tìères et rationnelles d*une seule variable qui s*élève, dans chacune d'elles, au de- 

gré m. H. Mobius démontre que le centre de gravite du système décrit alors dans 

l'espace une courbe à doublé courbure du degré m (•). 

Cette théorie, qui s'applique avec quclques modiflcations aux courbes planes 
et aux surfaces, est fort ìngénieuse. Cependant Fauteur, qui, dans son ouvrage, 
se propose surtout d'exposer un nouveau procède de calcul, en fait peu d'applica- 
tions dans le chapitre cité plus haut, et je ne sache pas que les Géomètres aient 
cherché, depuis lors, à en tirer parti, du moins en ce qui concernè les courbes a 
doublé courbure. Les méthodes exposées dans le traité du calcul barycentrique 
n' ont pas prévalu sur celles de la geometrie analytique ordinaire, et il en est re- 
sultò que ringénieuse notation de M. Mobius n'a pas produit, à Tégard des courbes 
dans Tespace, les résultat qu*el]e faisait augurer. 

Dans ces derniers temps, M. Cayley preoccupò, comme je Tai dit plus haut, 
de rimperfection que présente, dans cette question, la méthode analytique qui est 
en usage, a cherché à s*en affranchir. Ce savant mathématicien prouve qu*unc 
courbe a doublé courbure peul étre représentée par une équation homogène V=0 
entre six coordonnées p , g , r , s , t , u. qui sont liées par Téquation de condition 
p8+g£+ru=0 ; la fonction V étant d'ailleurs telle, qu'on ait aussi la relation 

dV dV dV rfV dV dV_ 
^ dp * cte dq' dt dr ' di* "" * 

Mais M. Gayley prouve, en méme temps, qne cette équation de condition (a), 
qui est nécessaire, est insuflisante; c*est-à-dire qu une équation Y=0 qui y satisfait, 
ne représente pas, en general, une courbe de Tespace. a Ce serait, dit-il, un point 
il important que de trouver à quelle autre condition la fonction Y devrait encore 
a satisfaire pour représenter une telle courbe n. 



(*) Une courbe à doublé courbure du degré oa de l'ordre m est une coarbo qa*T]n 
pian quelconque rencontre en m points, róeh ou imaginaires. 
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Ainsi, les seules tentatives analytiques qui, à ma connaissance, aicnt été faites 
dans le but d'écarter la consìdération des surfaces dans Tétude des courbes à doublé 
courbure, ne semblent pas avoìr produit jusquici beaucoup de résultats; Tune, par- 
cequ'elle n'a pas eu peut étre autant d'imitatcurs qu*elle méritait d'en avoir, Vautre, 
parco qu'elle repose sur une méthode qui n'a pas encore atteint le degrè de per- 
fection dont elle est susceptible. 

La Geometrie pure me parait avoìr obtenu plus de succès dans cette question. 
H. Gbasles, dans une note sur la courbe à doublé courbure du troislèroe ordre 
Ciomplcs rendus t. XLV), a donne, sans démonstration, de nombreuses et impor- 
tantes propriétés de cette courbe, auxquelles il me parait ètre parvenu en con- 
sidérant directement la courbe comme étant engendrée par les rayons homologues 
de deux faisceaux homographiques de droites (*). 

C'est ce mode de generation de la courbe gauche du troisième ordre qui m*a 
donne l'idée de rechercher s'il n' en existe pas un du mème genre qui soit appli- 
cabie aux courbes à doublé courbure de tous les ordres. Le préscnt mémoire est 
le résultat de cette étude, et son objet principal est d'expo$er une manière uìii- 
forme d'engendrer des courbes à doublé courbure de lous les ordres, par les in- 
tersections muluelles de deu>x droites, qui pivotent aulour de deux poles fixes et 
qui se corrcspondent suivant une cerlaine loi , et sans considérer direclemeni 
aucune surface. 

Ainsi je considère les courbes à doublé courbure d*un point de vue direct, et 
indépendamment des surfaces d*où elles dérivent; et e* est ce résultat, nouveau je 
crois, qui m*a pam de nature à étre soumis au jugement de YAcadémie des Sciences. 

Le mémoire est divise en deux parties. 

Dans la première, je présente la théorie des figures correspondantes d*un nou- 
veau genre, que j'appellc Figures isographiques] théorie qui, par elle mérae, nest 
pas sans intérét, mais qui en acquiert sourtout par Tapplication que j*en fals à la 
conslruction des courbes à doublé courbure. Ce sont, en effet, les points corre 
spondants de ces figures planes qui servent à guider les rayons vecteurs rectili- 
gnes dont les intersections mutuelles engendrent les courbes à doublé courbure: 
Cette application fait le sujet de la seconde partie du mémoire. 

Je termine en ìndiquant le moyen de construire la tangente en un point quel- 
conque de la courbe. 



(•) M. Seidewìtz a fait usage aussi de ce mode de generation de la courbe 
gaacbe da troisième ordre (V. Ornnert. Àrchives de Math. 1847. p.208). 
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PREMIÈRE PARTIE 

THÉORIE DBS FIGI7RES ISOGRAPHIQUES PLANES. 

S I. Deflnltions. Remarques preliminaires. 

1. Supposons qu*OQ aìt, sur un pian, un système ou réseau de courbes de 
l'ordre m, ayant toutes en commun 2(m — 1) points simples, et un autre point 
qui soìt, sur cbacune d'elles» multiple de Tordre (m— 1). 

Ce point (m ~ ì)p** équivaut, comme on sait, quant à la détermination de cha* 

cune des courbes, a —^-5 — - points simples. Chaque courbe du réseau est donc 

1 1 

assujétie, par équivalence. a pàsser par 5m(m-l)+2(m-l)=^m(m+3)-2 points; 

c*est-à-dire, par autant de points moins deux, qu'il en faut pour déterroiner une 
courbe de l'ordre m. Ces (2m-l) points fondamenlaux forment la 6ase du réseau; 
j*en designerai quelquefois l'ensemble par la notation (B). 

2. Quand des courbes du réseau passent par un méme point, autre que les 
points (B), elies forment un faisceau, et n'ont plus d'autre point commun que ces 2m 
là. Car le point (ni-l)P*«, qu'elles ont en commun, étant équivalent à (m— 1)* points 
d'intersection, le nombre total de ceux-ci est, par équivalence, égal à 

(m - 1)* + 2(m - 1) + 1 =m«, 

c'est-à*dire précisément égal au nombre des points d'intersection de deux courbes 
de l'ordre m. 

3. Une droite quelconque, menée par le point multiple 0, ne coupé la courbe 
qu'en un seul point ; réciproquement, un point I de la C,,| ne donne lieu qu'à un 
Seul rayon 01. D'après cela, on peut appeler rapporl anharmonique de quatte 
points d'une C^y à point (m-l)pi«, le rapport anharmonique des quatre droites 
qui les joignent au point multiple, et par conséquent on saura ce qu'il faut en- 
tendre par les exprcssions suivantes, dont H. Chasles fait depuis longtemps 
usage dans la théorie des coniques, savoir : 

Divisions homographiques correspondantes sur une droite et sur une courbe, 
ou sur deux courbes. 

Les courbes satisfaisant aux conditions ci-dessus énumerées devant jouer un 
grand róle dans tout ce qui va suivre, il convient de les designer sous une dé- 
nomination qui abrégé le discours. C'est pourquoi je les appelerai courbes fonda- 
mentoles, quelquefois aussi j'appelerai rayon curviligne, ou simplement rayon d*une 
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figure, une courbe fondamentale assujétie à pivoter autour d'un point fixe autre 
que les poìnts fondamentaux, de mème qu'on appelle généralement rayon , toute 
droite qui pi¥ote autour d*un p61e fixe. 

§ II. Théorie dee fìgures Ì8ographique8 planes. 

4. r appelle Figures isographiques planes de Vordre m, detwtJ figures planes 
ieUes, qu'à une droile quelcorhque de la première (F) , il corresponde , dans la 
seconde {¥'), une courbe de Vordre m, douée d'un point (m— 1)p^« enunpoinf 0', 
el passanl par 2(m— 1) autres poinls fixes. 

De telles figures existent. Car, soient : 1=0 , L'=0 , L"=^0 , les équations de 
trois droites quelconques de la première figure. Toute droite de cette figure pourra 
étre représentée par une équation de la forme 

(a) L + XL'+jiiL" = 0. 

où X et pi sont deux indeterminées. 

Soient aussi C=0 , C'=0 , C"=0 , les équations de trois courbes de Fordre tn, 
assujeties aux conditìons precitées ; toute autre courbe , satisfaisant aux mémes 
conditions, aura pour équation 

(6) C + X'C' + [Ji'C" = 0; 

X' et II' étant deux nouvelles indeterminées. 

Or, si Fon suppose X' = oX et pi' = ^{jl, a et ^ étant deux constantes , ce qui 
ehaoge Téquation (6) en celle-ci 

(e) C + aXC'H-PiJLC" = 0, 

il est claìr, qu'à une droite de la première figure il ne correspondra qu*une courbe 
de la seconde, puisque les valeurs de X et pi seront déterminées avec la droite, 
et réciproquement. 

On en conclut aussi que , à un point considera , dans la figure (F) , comme 
iniersection de deux droites, il ne correspondra, dans la figure (F'), qu'unseul 
point, variable avec le premier, résuUant de V iniersection des deux courbes cor- 
respondantes à ces droites. 

5. Cette analyse prouve immédiatement que, pour déterminer deux figures iso- 
graphiques planes d*un ordre quelconque, on peut prendre arbitrai rement quatre 
droites de la première figure et les quatre courbes correspondantes de la seconde. 
Car, à l'aide de Véquation de la quatrième courbe, on determinerà les valeurs des 

constantes a et p de Féquation (e) , savoir « = tt i P = -^ > ^'»l*'. étant les valeurs 



Digitized by 



Google 



)( 54 ){ 

numériques des coefBcients de L' , L" et C , C", rcspectivement, qui conviennent 
partlculièrement à la quatrièmc droite et à la quatrième courbe correspondante. 
Remarque, Si on fait m=l, Ics flgures isographìques deviennent simplement 
des figures homographiques. 

6. Le caractère propre et distìnctif des figures isographìques consiste dono e.n 
ce que à une droile L de la figure (F) il correspond , dans la figure (F') , une 
courbe CJ, qui passe pas (2m-l) points fìxes doni un esl mulUple de V ordre 
(m-l); que, à un poinl variable a de la figure (F), il correspond, dans la figure 
(F'), un Seul poinl a' variable en meme temps que le poinl a, et, qua un poinl 
a', variable dans la figure (¥') el considéré comme élanl le poinl d' inlerseclion 
de deux courbes fondamenlales de celle figure, il correspond, dans la figure (F), 
un seul poinl variable a, dlué à IHnlerseclion des deux droiles correspondanles 
à v.es courbes ; 

7. Réciproquemenl, à une droile quelconqae L' de la figure (F'). il correspond 
dans la figure (F), une courbe C„ de V ordre m, qui passe par (2m-l) poinls 
fìxes, doni Vun esl muUiple de V ordre (m-1), el que, à un poinl variable a' de 
la figure (F'). il correspond^ dans la figure (F) un poinl a qui varie seul en mSme 
lemps que a'. 

Pour démontrer ceite proposition, considérons une courbe fondamentale quel- 
conque C^' de la figure (F'). La droite L' rencontre C'„ en m points a',6',c'... etc, 
qui varient en mème temps que cotte courbe. Donc d'après (6) , il correspond à 
ces points, dans la figure (F), m points a,6,c, ... etc, situés sur la droite M cor- 
respondante à Cj„', et variables en mème temps qu'eux; et, par conséquent , la 
ligne, qui correspond à la droite L' est une courbe 0^, de Tordre m, puisqu' une 
droite arbitraire M la rencontre en m points. 

Je dis, en outre, que cotte courbe C^ passe par (2m-l) points fixes, dont un 
est multiple de Fordre (m-l). 

Pour le démontrer, je remarque d'abord que les (5m— 1) points fondamentaux 
de la figure (F') déterminent une courbe unique r«.| , de l'ordre (m— 1) , douée 
au point multiple 0' d'un point multiple de l'ordre (m-2). Car cette courbe se 
trouve ainsi assujétie, par équivalence. à passer par 

(m-2)(m-_t)^^^^_,^^(m-1)(m^2) 

2 2 

points simplesy c*est à dire par autant de points donnés précisément qu*il en faut 
pour déterminer une courbe de l'ordre (m— 1). 

Cela pose, considérons l'ensemble forme par cette courbe flxe !'„_, et par 
une droite quelconque O'L' issue du point 0'. Ce système est évidemment une courbe 
fondamentale de la figure (FO, que j'appelerai, pour abréger, courbe fondamentale 
brisée; et il euste une infinite de ces courbes brisées , dont chacune est déter- 
minée par une direction particulière de sa branche rectiligne OX'. A chacune de 
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ces courbes , il correspond , dans la figure (F) , une droite détermlnée L (6) ; et 
corame ces courbes forment un faisceau, parcequ'elles n'ont pas d'autres points d'in- 
tersectìoQ que les poinis fondamentaux de la figure (F'), les droites correspondantes 
L forment pareillement un faisceau, c'est-à-dire que ces droites passent toutes par 
un Seul et mèoie point 0. 

Considérons actuellement une droite quelconque M' de la figure (F'). Chacune 
de ces courbes fondamentales brisées, dont il vient d'ètre question , ne coupé la 
droite M' qu*en un seul point qui puisse varier en mème temps que cotte courbe ; 
car ses (m— 1) autres points d*intersection avec M' sont ceux où cotte droite H' ren- 
contre la courbe fixe S^'^i , et par conséquent sont invariables sur M' quelle que 
soit la courbe secante. Donc chacune des droites L doit ètre telle, qu'elle ne coupé 
la courbe C„, correspondante à la droite H' qu*on un seul point qui soit suscep- 
tibie de varier avec cotte droite L, ce qui ne peut évidemment avoir lieu que si 
la courbe C^^ est donée d'un point (m— 1)p^« situé sur cotte droite. Or, toutes les 
droites L passent par un mème point ; donc, c*est ce point lui mème qui est 
le point (m-l)P^« de la courbe C^. D'ailleurs cotte courbe est Fune quelconque des 
courbes fondamentales de la figure (F), puisquelle correspond à une droite M' prise 
arbitrairement dans la figure (F'). Donc enfln , toutes les courbes fondamentales 
de la figure (F), c'est-à-dire toutes les courbes qui correspondent aux droites de 
la figure (F'), sont douées d'un point multiple de Tordre (m-1) en un mème point 
fixe 0; ce qui est une partie de la proposition quMl s'agissaìt de démontrer. 

L'autre partie de cette proposition se démontre par un raisonnement tout à 
fait semblable. 

En eflet, considérons le système de la ligne d'ordre m , forme par la droite 
qui joint le point multiple 0' à Tun quelconque a' des 2(m-l) points fondamentaux 
simples de la figure (F'), et par Fune des courbes , en nombre infini , de Tordre 
(m-l) qui passent par les (2m-3) autres points foijdamentaux simples, et par le 
point 0' considéré comme étant, sur chacune d'elles , multiple de Tordre (m-2) ; 
courbes qui d'ailleurs forment un faisceau, chacune d'elles n*exigeant plus qu*un 
seul point donne pour ótre entièrement déterminée. Ce système est une courbe fon- 
damentale brisée de la figure (F') ; donc il lui correspond. dans la figure (F), une 
droite déterminée L ; et toutes ces droites L forment pareillement un faisceau , 
c'est-à-dire qu*elles passent toutes par un mème point a. 

Considérons actuellement une droite quelconque H' de la figure (F'). Chacune 
des courbes fondamentales brisées, dont il vient d'étre question, ne coupé la droite 
W qu'en (m— 1) points, qui puissent varier en memo temps que cette courbe; car 
son m**^ point d' intersection avec la droite M', est le point où M' rencontre la 
droite fixe OV, et par conséquent est invariable sur M', quelle que soit la courbe 
secante. Donc chacune de ces droites L doit ètre telle , qu'elle ne coupé la C„, 
correspondante à la droite M', qu'en (m~l) points qui soient susceptibles de varier 
a?ec L , ce qui ne peut évidemment avoir lieu que si la courbe C„ passe par un 
point fixe situé sur cette droite. Or , toutes les droites L passent par un memo 
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poiDt a ; dODc c*e st ce point a lui méme qui est le point fixe par lequel passe la i| 

courbe C„. D'ailleurs cette courbe est l'une quelconque des courbes fondamentales J 

de la figure (F). Donc toutes les courbes fondamentales de cette figure passent par j 

le point fixe a. i 

En considérant, dans la figure (F') , d* autres sistèmes de courbes fondamen- j 

tales brisées, formés successivement par les droites qui joignent le point multiple ^ 

0' aux (?m— 3) points fondamentaux simples, autres que a\ on prouverait de méme i 

que les courbes fondamentales de la figure (F) passent par (2rH-3; points flxes , | 
autres que le point a déjà trouvé , et dont chacun , tei que 6 , correspondrait à 

Fune 0'6' de ces droites fixes. ^ 

La proposition est donc démontrée dans toutes ses parties, et Fon voit que les | 

courbes fondamentales de la figure (F) sont, comme celles de la figure (F') assu- j 

jeties à passer par 2f7i-l points fixes, dont un est (7H-1)p^« , c'est-à-dire, par èqui- , 

valence, à passer par -^— — - - 2 poiats simples. Ce résultat se conflrme directe- 

ment par un raisonnement très simple. 

En effet, puisqu*une droite quelconque L' de la figure (F') a pour correspon- 
dante dans la figure (F), une courbe déterminée C„ , et que deux points a'yV suf- 
flsent pour déterminer cette droite L', il faut nécessairement que les deux points 
a , 6, homologues de a' et 6^ suOBsent pour déterminer la courbe C^. Donc cette 
courbe, quelle qu*elle soit, satisfait à autant de conditions, moins deux, qu*il en 
faut pour déterminer une courbe de Tordre m ; et comme on sait déjà, d*une ma- 
nière generale, qu*elle doit passer par des points fixes, il en resulto que les points, 

simples et multiple, sont, par équivalence, au nombre de — ^-^ — ~2, puis qu*une 

M 

courbe de Fordre m se determino par — ^-^ — - points simples ou par leurs èqui- 

valents. 

De tout ce qui précède, on conclut qu'il existe une entière réciprocité entro 
les deux figures isographiques (F) et (F') ; et on anrait pu, dans la définition qui 
en a été donneo primitivement (4). (et sauf démonstration ultérieure) , dire de la 
première tout ce qui a été dit de la seconde, et réciproquement ; résultat singu- 
lier, qu'on pouvait ne pas soupfonner à priori. 

Pour abréger le discours, j' appellerai (B) Fensemble des points flxes ou fon- 
damentaux de la figure (F), dont est le point multiple, et (B'J Fensemble des 
points fondamentaux de la figure (F'), dont 0' est le point multiple. Je designerai 
aussi par S^.i , la courbe fixe de Fordre (m-1), douée en d'un point multiple 
de Fordre (m — 2), qui est déterminée par les points fondamentaux (B). Gotte 
courbe et la |courbe fixe 2)'^., de la figure (F') , que j' ai déjà eu occasion de 
considérer, jouent un róle important dans ce qui va suivre. 

l^^^K II ne sufflt pas d'avoir étudié, d'une manière generale, les propriétés des 
figures isographiques , et d'avoir établi les lois de leur correspondance mutuelle 
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relatirement à des droites ou à des points situés d'une manière quelconque. Pour en 
connattre plus intimement la nature , il faut encore examiner ce qui correspond , 
dans Fune d'elles , soit à une droite qui passe par 1* un des points fondamentaux 
de la seconde, soit à une courbe d'un degré quelconque qui est tracée arbitraire- 
ment sur celle-ci. Il faut connaitre égaleinent ce qui correspond , dans Fune des 
deui figures, aux points fondamentaux de Tautre. On verrà en eiTet que, contrai- 
rement à la règie generale , ce ne sont pas de simples points qui correspondent 
à ces poiots llxes, mais bien des lignes tout entières, courbes s'il s'agit des points 
multiples et 0', et droites s*il s'agit d*un point fondamental &imple. 

L'étude de ces divers cas particuliers va faire le sujet des paragraphes sui- 
Tants, et c*est seulement après Tavoir termioée, que je m'occuperai des autres pro- 
priétés générales des figures isographiques. 

8. Je suppose dono qu une droite OL, dans la figure (F), par exemple, passo 
par le point multiple fondamental 0. La G'„ correspondante dans la figure (F') , 
se compose alors d'une droite O'L', issue du point multiple 0', et de la courbe 
file eì invariable l'^.i , dont il a été question plus haut (7). 

Ed elTet, supposons qu'on ait, dans la figure (F) une courbe fondamentale C„, 
ehoisie d ailleurs arbitrairement. La droite OL coupé cotte courbe en deux points 
sealement ; Tua a variable avec la direction OL , 1* autre fixe qui est le point 
multiple fondamental de la figure (F). 

Ainsi la courbe fondamentale C'^ , qui correspond à OL dans la figure (JP') , 
doit étre de telle nature, qu' elle coupé la droite M' , correspondante à la courbe 
C. , en m points , dont un seul a soit susceptible de varier avec la courbe C^ 
(et par conséquent avec la droite M'), et dont les (m-1) autres soient fixes et in- 
dépeodants de la direction de cette droite. Dono il faut qu'une courbe fixe et in- 
Tarìable S',^, , de Tordre (wi-1) fasse partie de cette courbe C'^, et par consé- 
quent l'autre branche qui la complète est une droite qui varie seule avec OL. Je 
dts , en outre , que cette droite passe par le point multiple 0', et que la courbe 
file 2',j_| a, en ce point, un point (m— 2)p*«. Car si cela n'avait pas lieu, la C'^ com- 
plète ne pourrait pas avoir en 0' le point (ni-l)P** qu'elle doit nécessairement y 
posseder, puisque cette C'^^ est une courbe fondamentale (3) de la figure (F') , à 
moios toutefois que sa branche fixe 1/^^% de l'ordre (m— 1), ne se composàt elle 
mème de (m— t) droites issues du point 0'. Mais cette dernière bypothèse est inad- 
missìble ; car ces (m-1) droites ne passeraient pas, en general , par les 2(m— 1) 
points fondamentaux simples (B') , qui ont été choisis dans des positions arbitrai- 
res, et par conséquent la C'^ ne remplirait pas cette dernière condition à la quelle 
tonte courbe fondamentale doit aussi satisfaire. 

Donc enfio, la courbe fondamentale, correspondante à OL , se compose de la 
courbe fixe et invariable 2'„-i . douée en d'un point (m-2)P** (qui est détermi- 

née par les points fondamentaux donnés (B')), et d'une droite OX' qui passe par 
le point 0'. 

On en conclut aisément que le point a pour homologues^ dans la figure 
fOL. xxiu. 8 
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(F), lou8 Ics points de la courbe flxe S'^.^ , indistinctemenl (•). On prouverait 
de mème que, à une droite O'L' de la figure F', il correspond, dans la figure (F). 
une droite OL et la courbe fixe S„_, , douée en d'un point (m— 2)p^« , qui est dé- 
terminée par les points fondamentaux (B). 

9. Supposons que des droites OL, OM, ON...etc., se coupent au point mul- 
tiple 0. Les C'gj, correspond antes à ces droites dans la figure (F'), se decompo. 
seront, comme ou vient de le voir , en une seule et mSme courbe Z'^., , et en 
diverses droites O'L', O'M' , O'N' , ... etc. , correspondantes , une à une, aux pre- 
mières respectivenient, et formant avec elles deux faisceaux homographiques. Dono, 
au point 0, il correspond, dans la figure (F'), tous les points de la courbe If^^i 
doni fail partie le point 0', c(, réciproquement, au point 0' de la figure (F')» il 
correspond tous les points de la courbe invariable Z^., de la figure (P) , doni 
fail partie ce point 0. 

Considérons, dans la figure (F) , une droite OL et une autre droite quelcon- 
que LH; les courbes correspondantes de la figure (F') seront, respectivement, une 
droite O'L' avec la courbe invariable £'„.« , et une courbe fondamentale Cg^. Dono 
le point L, intersection de OL et L3f, a pour homologue ce point d'intersection de 
O'L' avec C'^ ; car cette C'„ , ayant en commun avec S'^.^, le point 0', (m-l)P^ sur 
l'autre, et, en outre, 2(m— 1) autres points simples, ne rencontre plus cette courbe 
£ n^i en aucun point. Ainsi tous les points de OL ont leurs homologues situés sur 
la droite O'L', et non sur la courbe invariable £',„»i , ce qui s'accorde avec ce 
qu*on a vu ci-dessus^ savoir, quo tous les points de cette courbe doivent étre re- 



(*) Au premier abord, il semble extraordìnaire qae la coarbe fixe D'^^.i de la fi- 
gare (F') corresponde ioute eniière à un seul point de la figure (F^, et non à une serie 
contìnue et indéfinie de points , e' est à. dire à une coarbe. Ce fait singalier , bien 
établi d'alUears par la démonstration qui précède, se vérifie directement à Faide da 
raìsonnement suivant. 

Considérons • dans la figure (F') , une coarbe fondamentale qaelconque C'^. On 
verrà cl-après (9) qu'elle ne peut coaper la coarbe 2i'^_| , en ancan pointsusceptible 
de yarier avec elle, et qae les points fixes fondamentaax (B') sont les seuls qae ces 
deux coarbes aient en commun. Donc la ligne qui, dans la figure (F), oorrespond à 
S'fli-.i est necessairement telle, quelle puisse étre rencontróe par la droite arbitraire 
correspondante à G'^.( en aucun point sasceptible de varier en mème temps que cette 
droite ; ce qui n'est possibie, qu'à la condition que cette ligne se réduise à un point 
ou à plusieurs points isolés. Qaant à ce dernier doute, il est complòtement dissipò 
par les óclaircissements qui suivent (9). C'est donc un point anique qui lui cor- 
respond. 

Un raìsonnement analogue ferait comprendre comment il ce fait qae dans cbaque 
figure^ ce sont des droites fixes qui correspondent, respectivement , anx points fon- 
damentaax simples de Taatre figure (Voir ci après le n^ 11). 
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gardés comme correspondants au seuI point 0. Ces droites OL , O'L' sont divisées 
homograpbiquement par leurs points bomologues* 

10. Etudions actueliement le ras où une droite La de Fune des deux flgures 
(F), par eiemple, passe par Tun a des points fondamentaux simples de cette figure. 
Dans ce cas , (a courbc correspondanle de la figure (F') se brise encore en une 
droiie et en une coiirbe de Vordre (m— 1). Mais ici, contrairement à ce qui avait 
lieu (8) quand la droite passait par le point fondamental multiple 0, c*est la droite 
qui est fixe, et c*est la courbe de Tordre (m-1) qui varie avec la direction de la 
droite oL. 

Pour démontrer cette proposition , supposons , qu' on ait, dans la figure (F), 
une courbe fondamentale C^ > cboisie d*ailleurs arbitrairement. La droite ah coupé 
cette courbe en (m-1) points 6 , e , cC , ... etc, qui varient avec la direction de oL, 
et, en outre, au point fixe a. Donc la courbe fondamentale C'^, qui correspond 
à oL dans la figure (F'), doit étre de telle nature, qu'elle coupé la droite HS cor- 
respondante à C^^, en m points a'b'c' ... etc. , dont (m-1) seulement soient su- 
sceptìbles de varier avec cette courbe C'„ , (e' est-à-dire avec la droite aL de la 
première figure) et dont le m}^^"^ soit flxe et indépendant de la direction de cette 
droite. Donc il faut q*une droite fixe fasse partie de cette courbe C'^. D*ailleurs, 
si cette droite ne passait pas par le point muitiple 0', la C'^^ complète ne pour- 
rait pas avoir en 0' de point (m-l)pi«, comme cela doit ètre, à moins que son antro 
branche S'^., , de l'ordre (m- 1), ne se composàt elle mSme de (m— 1) droites 
issues du point 0', mais alors, ces (m— 1) droites ne passant pas par les 2(m-l) 
points fondamentaux (B'), cette autre condition à laquelle tonte courbe fondamentale 
doit satisfaire, ne serait pas remplie. Donc cette droite passe par le point 0'. Je 
dis en outre quelle passe aussi par Tun a' des points fondamentaux (B') ; et c*est 
cette nouvelle condition qui en fait une droite fixe. En eiTet, si elle ne passait pas 
par lun de ces points fixes, il faudrait que Tautre branche S'^., , y passàt, puis- 
que la courbe fondamentale complète G'„ doit les traverser tous (3). Mais alors 
cette S'„.^ serait une courbe fixe, déterminée à priori par les points (BO qui suf- 
fiseiìt, comme on Fa vu plus haut (8) à sa détermination, et elle ne pourrait plus 
donner lieu, par sa rencontre avec la droite H', à (m - 1) points susceptibles de 
varier avec la droite gL et avec la courbe C'^ qui lui correspond. 

Ainsi il est prouvé que la droite aL, qui passe par Tun des points fondamen- 
taux simples (B), a pour bomologue, dans la figure (F'), une droite fixe O'a' pas- 
sant par le point multiple 0' et par Tun a' des points fondamentaux simples (B'), 
et une courbe S'„.| , de Tordre (m-1). qui est douée en 0' d'un point (m— 2)pi* et 
qui, étant assujetie à passer une fois par chacun des (2m-3) autres points fonda- 
mentaux simples, n exige plus qu'une seule condition pour ètre complètement dé- 
terminée ; de mème que la droite aL , à laquelle elle correspond , n' exige aussi 
qu'une seule condition pour étre déterminée, puisqu'elle doit passer par le Ipoint 
donne a. 

11. Supposons que les droites aL, aM, aN...etc., se coupent au point simple 
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fon (lamentai a. Les C'„, correspondantes à ces droites dans la figure (FO, se de- 
composeront, corame on vient de le voir, en une seule et méme droite O'a', et en 
diverses courbes de l'ordre (m-1), savoir S'„_| ,T'^_| ,R'„_4,...etc. , correspon- 
dantes, une à une, aux droites aL. aM, aN...etc , respectivement. Ces courbes , 
ayant en commun un point (m-2)P^® 0', et (^m-S) autres points simples, ne se cou- 
pent plus en aucun antro point. Donc on peut dire que le point a a pour homo- 
logues, daitó la figure (F'), ious les points (•) de la droile fixe O'a'. 

Considérons encore, dans la figure (F), une droite ah et une autre droite quel- 
conque LH. Les courbes fondamentales correspondantes dans la figure (F') seront, 
respectivement, une courbe S'„_4 avec la droite fixe O'a' (IO), et une courbe C'^,. 
Donc le point L, intersection de àL et de LM, a pour homologue le point d'inter- 
section unique (autre que les points fondamentaux) de S'^^^ et de C'^; car cette 
G'^ ayant en commun avec la droite O'a' (qui forme la seconde branche de la 
courbe correspondante à aL) le point (m-l)P^« 0' et le point a', ne rencontre plus 
cette droite en aucun point. Ainsi Ioìàs les pùinls de aL onl lears homologues si- 
tués sur la courbe S'„„| , et non sur la droile fixe O'a'. Ajoutons que cette droite 
aL et la branche S'^^.i de la G'^ correspondante , sont divisées homographique- 
ment par leurs points homologues. 

Tout ce qui vient d'étre démontré relati vement à la figure (F'), est vrai, ré- 
ciproquement, pour la figure (F), c'est-à-dire qu' à une droite quelconque a'L', 
passoni par Vun a' des points fondamentaux simples de celle figure (F'), il cor- 
respond^ dafis la figure (F), une courbe fondamentale^ qiti se brise en une droite 
fixe Oa, passant par Vun a des points fondamentaux simples de (F) , et une 
courbe variable S„_, , de V ordre (m-1), douéeenO d* un point (m-2)P»« et pas- 
sant par les (2m-3) autres points fondamentaux (B). 

Rcmarquons, encore, que les droites fixes Oa, O'a', relatìves aux points fon- 
damentaux a, a', jouent le méme róle que les courbes fixes 2n,_i2'„_| du n. (8), 
relativement aux points et 0'. Quand il s'agit d*une droite passant par le point 
(wi-l)P*« 0, la courbe fondamentale correspondante se decompose , et a pour Tune 
de ses deux branches une courbe fixe de l'ordre (m-1). S'il s'agit d'une droite 
passant par ]*un des points fondamentaux simples, la courbe fondamentale se de- 
compose pareillement, et a pour Tune de ses deux branches une droite fixe. 

12. Enfin on verrait aisément que, si la droite ab de la figure (F) passo par 
deux points fondamentaux simples a et b de cette figure, la courbe fondamentale 
correspondante se decompose en trois branches distinctes, savoir, en deux droites 
0' a' , 0'6', issues du point multiple 0', et passant par deux points fondamentaux 
a'6', et en une courbe fixe Z^^^ de l'ordre (m— 2) , qui est déterminée par le point 
0', considerò corame étant (m-3)P^«, et par les (2m— 4) autres points fondamentaux 
simples. Et si cette droite de la figure (F) était Oa, passant par le point multiple 



(•) Voir ci-dessus le Nota annexó au n. 8. 
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et par un point fondamenta! slmple a, il lui correspondrait, dans la figure (P'), 
une courbe fixe ll^j^i conjointement avec une droite fixe O'a'*, passant par le point 
multiple 0' et par Tun des points fondamentaux (B'). 

Par exemple, si m=^2, e* est à dire si les courbes fondamentales de chacune 
des deux figures sont des coniques, auquel cas les points fondamentaux de chaque 
figure sont tous simples et au nombre de trois, tonte droite d'une figure, qui passe 
par Tun de ces points, a pour homologue, dans Tautre figure, le système de deux 
droites passant par les trois points fondamentaux de celle-ci , résultat déjà remar- 
qué depuis longtemps par les géomètres dans le cas particulier dont il est ici 
question. 

13. Supposons que dans Fune de ces deux figures, (F) par exemple, on alt une 
conique placée d'une manière quelconque. Cotte courbe peut ètre regardée corame 
étant le lieu des points d' intersection des rayons homologues de deux faisceaux 
homographiques ; dono la courbe , qui lui correspond dans la 2® figure (F') , est 
le lieu des points d'intersection des courbes fondamentales correspondantes de deux 
faisceaux anharmoniques de l'ordre m. C'est dono une G\^, douée , en 0', d'un 
point 2(m-])pi®, et d'un point doublé en chacun des points fondamentaux simples (B'). 

Ed general , à une courbe quelconque de Fordre n , tracée dans le pian de 
Fune des deux figures, il correspond, dans l'autre, une courbe de l'ordre mn, 
douée, en (ou en 0'), d'un point n(m-l)P^« et de 2(m— 1) points nP^«» aux points 
fondamentaux de cotte seconde figure, etc. etc. 

14. Dans deux figures isographiques planes , qualre poinls de Vune , silués 
en ligne droife, ont leur rapporl anharmonique égal à celui des qualre points 
homologues silués dans la courbe correspondanle de Vautre figure. 

Car, à un point de celle-là, il ne correspond, sur celle-ci, qu'un seul point 
et, par conséquent, qu'une seule droite issue du point multiple de cotte figure et 
reciproquement. 

Pareillement , qualre rayons de la premiere figure , passant par un mSme 
point ont leur rapporl anharmonique égal à celui des quatres rayons curvili" 
gnes de la seconde. 

Car , puìsque les droites passent par un mème point . les courbes qui leur 
correspondent, une à une, forment un faisceau (2). Dono une droite determino une 
tangente menée à la courbe correspondante en l'un des 2(m— 1) points fondamen - 
taux simples ; dono le rapport anharmonique de quatre droites est égal à celui 
dos quatre tangentes en ce point, c'est à dire égal à celui des quatre courbes. 
On conclut de là que : 

1® une droite et la C^ correspondanle soni divisées homographiquement par 
leurs points homologues ; 

2* deux faisceaux homologues {Vun de droites, Vautre de G^) se corre- 
spondent anharmoniquemenl. 

15. D'après cela, quatre droites L,L',L",L'" de Fune des deux figures (F) 
par exemple, étant doonées (et ne passant pas par un mème point), ainsi que les 
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quatre e», corrcspondantes de la seconde figure C , C , C" , C", il est aisé de déter- 
miner directement la courbe r qui correspond à une cinquième droite A, et ré- 
ciproquemeot. 

En effet, le rapport anharmonique des quatre points: (C,C'),(C,C"),(C,C'"),(C,r) 
devant étre égal à celui des i points: (L,L') , (L,L") , (L,L'") , (lA). le point (C,r) 
est determinò par le mojen de la droite Issue du point multiple 0'. On a de mdme 

Rap.*anh.*i«* [(C',C) , (C . C") , (C'C") ,( C',r)] = 

= Bap.t anh.q^ [(L',L) . (L'.L") , (L',L'") , (L',A)] , 

ce qui determino le point (C\r). La courbe r est donc déterminée par ces deux 
points (2). 

On déterminerait de méme la courbe r', correspondante à une autre droite 
A', ce qui ferait connattre le point (r,r') bomologue du point connu (A,AO- 

16. Au lieu de quatre droites et des quatre C^ corrcspondantes, on peut aussi 
se donner a priori quatre couples de points homologues a, a' ; b,ò' ; c,c' ; d.d' ; et, 
en outre, la base (B') du réseau de Tune des deux flgures, (F') par exemple, e' est 
à dire le point (m-l)p^« 0' et les 2(m-l) autres points fondaraentaux (B'). Les flgures 
sont déterminées commc dans le premier cas. Car soit e un cinquième point de 
la première figure. Le rapport anharmonique des quatre droites ab ,ac ,ad ,ae ^ 
devant ètre égal à celui des quatre courbes (B'a'6') , (B'a'c') , (BVd') , (B'a'e') , la 
courbe (B'a'e') est déterminée. On a pareillement 

Bap.t anh.q«« 6 [a , e , d , el = Rap.* anh.^^^ (BV) [a' , e' , d' , e'] , 

ce qui détermine la courbe (fi' ,b' , e'). Le point unique d* intersection des deux 
courbes (B'a'e') , (B'òV), est le point e', homologue du point e. 

On trouverait pareillement Tbomologue f d*un autre point donne /"et, parsuite, 
la courbe (B'e'H homologue de la droite ef. Si les points e et f se trouvaient à 
Finflni, la courbe (B'e'f) serait la courbe correspondante à la droite située à Finfini. 

17. On vient de voir que deux figures isographiques sont déterminées, >i l'on 
connatt quatre couples de points homologues, ainsi que les points fondamentaux 
de rune des deux figures, par exemple les points (B^. 

Pour trouver les points fondamentaux (B) de la figure (F), on menerà, par le 
point 0', deux droites queiconques O'L' , O'M', et, sur chacune d*elles, on prendra 
arbitraircment deux points; soit i'X' ; m'(i.'. On chercbera (16) leurs homologues 
respectirs £,X ; m,pL ; le point de concours des deux droites (X , m\k sera (9) le 
point multiple fondamental de la figure (F). Pour trouver les points fondamentaux 
simples, on costruirà deux courbes fondamentales C.| , D^^ de cotte figure, corre- 
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spondantes à deux droites quelconques TS' , IT de la figure (F'). L'un I des points 
d'intersection de ces deux courbes sera rhomologue du point d'intersection V des 
deux droites, et ce point est, d'apre ce qui précède, facile à distinguer des autres. 
Les 2(m>l) autres seront les points cherchés (B). 

On peut aussi se borner à construire une seule courbe fondamentale C„, cor- 
respoDdante à une droite TS'. Car si Ton niSne des droites quelconques par les 
points fondamentaux (B') , respectivement , on connattra immédiatement , dans la 
figure (F), les rayons Oa , Ob , Oc , ... etc. , qui font partie des courbes correspon- 
daotes à ces droites (10), et qui passent aussi, respectivement, par les points fon- 
damentaux (B) de la figure (F). Les points d' intersection de ces rayons avec la 
courbe C|^ seront les points cherchés (B). 

18. Si un poinl variable m, résuUant de Vintersecliou de deux droites mo- 
biles autour de deux points fixes P , P', se meut sur une droile L de V une des 
deux figuresj le poinl homologue m' se meut sur une courbe fondamentale de la 
seconde figure. 

Car les deux rayons tournants Pm , V'm forment deux faisceaux homographi- 
ques. Donc les courbes homologues G'^ se correspondent anharmoniquement (14), 
et engendrent une courbe de Tordre ^m, douée en 0' d'un point 2(m-l)p^* et d'un 
point doublé en chacun des 2(m— 1) autres points fondamentaux (BO-^Hais le rayon 
PP' ayant pour homologue P'P dans la première figure, la C'„ correspondante à 
cette droite est aussi son homologue à elle mème. Donc elle forme une branche 
de la C\g^ j qui se trouve ainsi réduite à une C'^^ satisfaisant aux oonditions com- 
munes à toutes les courbes fondamentales de la figure (F'). 

19. Dans tout ce qui précède , les figures isographiques , dont il a été que- 
stion, pouvaient indistinctement étre tracées sur deux plans difTérents ou sur un 
seul. Les théorèmes suivants, au contraire, supposent essentiellement qu^elles soient 
tracées sur un seul et mSme pian, et c'est de cette condition que découlent leurs 
propriétés les plus importantes. 

20. La courbe lieu dHntersection des rayons homologues de deux faisceaux 
correspondanls dans les, deìix figures , (e' est à dire d'un faisceau de droites et 
d'un faisceau de courbes fondamentales) est une C^+( , qui passe ì^ par les som- 
mels des deux faisceaux, 2® par les points fondamentaux de la figure à laquelle 
appariiennent les courbes que Uon considère et qui a un point (m-l)^'* au point 
muUiple de celle figure. 

Ce théorème est évident par ce qui précède. 

21. La courbe enveloppe des droites qui joignenli dans deux figures iso- 
graphiques de Vordre m, les points d* une droile L aux points homologues de la 
eourbe r^ correspondante, est une courbe de la classe (m+1) qui a la droile L 
pour tangente xùfi^. 

Il faut prouver que, par un point quelconque P, on ne peut mener que (m+1) 
tangentes à cette courbe. Soient a, a' ; 6,6' ; c,c', ... etc. , des couples de points 
homologues sur L et sur r^: Les deux faisceaux de droites PCa^b^c.-] et (y[afb'c'...] 
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sont homog.aphiques (8), et ils engendrent une conique C2, qui coupé la courbe 
r„ en (m+1) points a, autres que le point 0', lequel peut icì ètre regardé comme 
étranger à la question. Chacun de ces points a est tei , que la droite Pa passe 
par son homologue a'. 

11 est évident que L est une tangente m?^® car chacun de ses points d* inter- 
séction avec la courbe r^ , étant considerò comme appartenant à la seconde fi- 
gure, a pour homologue un point de L dans la première. La droite qui joint ces 
deux points, et qui est tangente à la courbe enveloppe, est donc L elle-meme, qui 
est par conséquent m toia tangente. Ainsi les deux parties du théorème sont dé- 
roontrées. 

Il y a à considérer le cas où la droite L passe par le point multiple 0. Les 
homologues de ses difTérents points sont alors tous situés (9) sur la droite O'L', 
qui est rune des branches de la courbe fondamentale correspondante. Il n'y a 
donc plus de conique et la démonstration précédente n'cst plus applicable. Mais 
on sait que ces points homologues forment alors, sur les deux droites, deux divi- 
sions homos^raphiques. Il existe donc sur O'L' deux points qui, étant joints à leurs 
homologues sur OL, donnent lieu à des droites passant par le point P ; et, dans 
ce cas la droite PO représente , à elle seule, (m-l) tangentes superposées de la 
courbe enveloppe dont il s'agit. 

Le cas où la droite L passe par Fun des points fondamentaux , autre que 0, 
ne donne lieu à aucune remarque particulière. 

22. Dans deux figares isographiqaes placées d'une manière quelconque^ les 
poinls de la figure (F') qui salisfonl à la condilion que les droiles qui les joignent 
à leurs homologues respeciifs, dans la figure (F), passent toules par un mème 
point donne P, soni sur une coùrbe U' de Vordre m-hl, qui passe par le point P 
et par tous les poinls fondamentaux (W) , et qui est douée au point 0' d' un 
point (m-l)P^®. 

En effet, soit PL une droite quelconque, issue du point P, et (B'P'L') la courbe 
qui lui correspond dans la figure (F'). Les seuls points de cotte courbe, outre les 
points fondamentaux (B') qui jouissent de la proprieté enoncée, sont ceux où elle 
est coupée par la droite PL. Donc le lieu de ces points n*est autre que le lieu des 
points d'intersection des rayons correspondants du faisceau de droites P(L,H,N...etc.) 
et du faisceau de courbes (BT'; [L',M',N'...etc.] et, par conséquent (20), c'est une 
courbe de Tordre (m+1) satisfaisant aux conditions énoncées. Cotte courbe U' passe 
évidemment d'ailleurs par le point P' qui correspond, dans la seconde ligure, au 
point P considéré comme faisant partie de la première. 

23. Dans deux figures isographiques, les points de la figure (F) qui salisfont 
à la condilion que les droites qui les joignent à leurs homologues respectifs, dans 
la figure (F'), passent toutes par un méme point donne P, soni situés sur wie 
courbe U de Vordre (m-hl), douée en d'un point (m-l)P*«. 

La démonstration est identique à la précédente. Il suf&t de considérer la droite 
quelconque PL, issue du point P, coatme appartenant à la figure (F'). La courbe 
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D, qu'on obtient ici, a un point (m-i)P*» en 0, et p^sse par les 2(m-I) poìnts fon- 
damentaux (B). 

24. Ces deux courbes U^a.i , U'„+| , qui sont, dans les deux flgures, respecti- 
Tement, les lieux des points situés sur les lignes droites qui joignent le point P 
à leurs homologues respectifs, méritent quelque attention. Car elles. jouent un ròle 
important dans la generation des courbes à doublé courbure, corome on le verrà 
ci-après (37). Elles ont, avec les courbes homologiques ordinaires, certaines ana- 
logies , car elles sont du méme degré ; leurs points se correspondent , un à un , 
et sont situés sur des droites concourantes à un mSme point, elles ont mSmes tan- 
gentes issues de ce point ; seulement ce point de concours est ici nécessaireroent 
un des points d*intersection des deux courbes. On pourrait nommer ces courbes, 
courbes isologiques^ relatives au point P qui serait leur centre àUsologie. D'après 
cela, on peut dire que, si deux figures isographiques de VordvQ m soni tracées 
9ur un mètne pian j chaque point de ce pian est le centre d' isologie de deux 
courbes determinées D et W de Vordre (m+1). 

Enfin il est aisé de voir que la courbe U a pour tangente en P la droite PF qu} 
joint le point P à son homologue P* dans la ligure (F') ; et quo la .courbe U' a 
pour tangente, en ce méme point, la droite PP' qui joint le point P, considerò comme 
appartenant à la figure (F'), à son homologue P" dans la figure (F). 

25. Un rayon PL, issu du point P, coupé en general l'une U des deux courbes 
isologiques relatives à ce point, en m points, et il coupé Tautre U', en m autres 
points qui sont les homologues des premiers, respectivement. 

Si ce rayon passe par le point 0, il ne coupé la courbe U qu*en un seul point 
a, mais il coupé la courbe U' en m points, parceque les deux points et 0' ne 
sont généralement pas en ligne droite avec le point P, lequel est choisi arbitrai - 
reraent. Dono (m-1) de ces m points doivent ètre regardés comme étant les homo- 
logues du point 0. Pour savoir quel est colui a' de ces m points qui est T homo- 
logue du point a, il faut déterminer dans la figure (F') la droite O'P' qui, avec la 
courbe flxe I'^., (8) correspond à la droite PO ; le point cherché a' est le point 
dlntersection des deux droites OP,0'P', et les (m-1) points de rencontre de OP 
avec la I'„«| flxe, sont les homologues du point sur le rayon PO, ce qui con- 
firme lea résultats obtenus plus haut à ce sujet (8 et 9). 

Mais si le point P se trouvait précisément sur la droite 00', cotte droite POO' ne 
couperait plus chacune des deux courbes isologiques U et U' qu* en un seul point 
autre que les deux points multiples. Le point aurait alors ses (m-ì) homologues 
habitaels confondus en un seul 0' , et réciproquement. Quant aux deux autres 
poiots d'intersection de POO' avec les deux courbes, ils se correspondraient 1* un 
à Fautre. 

Si le rayon PL passe par Tun a des points fondamentaux simples de la figure 

(F), il ne coupé plus la courbe U qu*en (m— 1) autres points, dont les homolo- 

gues se trouvent sur la courbe de Tordre (m— 1) qui forme Fune des branches de 

la courbe fondamentale correspondante à Va (11), et c*est sur la droite flxe O'a' qu^ 

voi. xxiii. 9 
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forme Tautre branche de oette courbe, qu'il faut chercher Thomologue du point a. 
Gei homologue est dono le point d*intersection des droites Pa et Oa'. 

26. Deux figures isographiques etani placées d'une manière quelconque sur 
un mème pian, il exisle, en general, dans ce pian, (nn-2) poinis doubles c'csl-à- 
dire qui , élanl considérés comme apparlenant à la figure (F) soni eux mèmes 
leura homologues dans la figure {¥'), 

En effet, soit P un point quelconque du pian, et U celie des deux courbes iso- 
logiques (24) qui lui est relative dans la figure (F). Soit aussi Y la courbe isolo- 
gique relative, dans cette mème figure, à un autre point Q du pian. Chacun des 
points d'intersection de ces deux courbes, étant considéré comme appartenant a la 
figure F, est tei, que, si on le joint à son homologue dans la figure (FO, on obticnt 
une droite qui passe tout à la fois par le point P et par le point Q. Donc . à 
Tcxception des m points que ces deux courbes ont en commun sur la droite PQ 
et des points fondamentaux (B), tous ces points d*intersection sont des points dou- 
bles, c*està-dire des points qui coincident avec leurs homologues. Or ces deux cour- 
bes ont (m-1)* points coramuns confondus en un seul au point multiple 0, et 2(m-ì) 
autres points (B) communs. Donc le nombre des poiuts doubles cherchés est expri- 
mé par la formule 

(m + 1)« - (m - 1 )« - 2(m - 1 ) - m = (m + 2) 

27. Quand les éléments de deux figures isographiques sont donnés, c*est-à-dire 
quand on connait (16) quatre couples de points homologues, ainsi que les points 
fondamentaux (B') de Fune des deux figures , on peut détcrminer immédiatement 
rune des deux courbes II, ou U', relatives à un centre dMsologie P, car si a, a'; 
6,6' ; e , e' ; P,P' sont les couples de points homologues donnés, la courbe U', 
par exemple, sera la resultante des deux faisceaux 

P[a , 6 , e . . .] compose de droites, et 

(B'P') [a',6',c'. . .] compose de C'^ à point (m-l)pJ« en 0'. dans les- 
quels les C'i^ du 2« faisceau correspondront anharmoniquement aux droites du 
premier. 

28. Réciproquement, si une courbe U', à point (m-l)P^« 0', est donnée sur un 
pian, on peut former sur ce pian, d'une infinite de manières, deux figures isogra- 
phiques de r|ordre in telles, que la courbe C soit Fune des deux courbes isolo - 
giques relatives à un point P donne sur cette courbe. 

En effet , qu* on prenne arbitrairement , sur la courbe U' (2in + 1) points 
a, , ttj ,..., a,^4.i, et m autres points /i , /i ,..., /J„_i , P'; puis, qu'on forme deux 
faisceaux, Tun P [a, , a, . • . a^n^i] compose de droites ; Tautre 

(0' » A > /i >•••> fiii-i > P'i > aj| , a?, > -> ^m-t) [^1 » ^ >•••» «tm+tl 
compose de courbes de Tordre m douées d*un point multiple de Tordre (ui-1) au 
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point 0', et dans la base duquel on a introduit (in- 1) points inconnus flc,,^,. . .a5(t«-i) (*)• 
Od pourra déterminer ces (m— 1) points inconnus, puisque les points ai,af**^(2m+i)» 
sont au nombre de 3+2 (m- 1) (••), et la courbe resultante des deux faisceaux, 
laquelle passera nécessairement par ces (m-1) points, en roSme temps que par 
les autres points de la base du second faisceau ne sera autre chose que la courbe 

donnée U'. Car elle passe par le point 0' de celle-ci, qui équivaut à — - 

points simplesy par le point P, et par (ni+2m+l) autres points de la courbe US 
donc par 

m(ffl-l) ^ m* -f K m + 4 _ (ffl + 1) (m -t- 4) 

2 2 2 

points, qui suffisent pour déterminer une courbe de Tordre (r7i + 1), et qui d'ail- 
leurs, étant choisis arbitrairement, ne se trouvent pas, en general, situés sur deux 
courbes distinctes de cet ordre. 

Quand on aura determinò les (m-1) points inconnus a?, , os, ... o^m-D ^^ '^^ 
regardera tous comme étant des points fondamentaux simples de la figure (F'), 
et on regardera aussi comme tels les (m-1) points /i , f^ "-fm-ì i ^^ Q^^ ^^ ^^^^' 
plétera le nombre au chiffre de 2(m~l), comme cela doìt ètre. Quant au m»*"^ point 
V, par lequel passent aussi toutes les courbes du faisceau, on le regardera comme 
étant rhomologue, dans la figure (F'), du point P qui, dans la figure (F), est le 
point commun à toutes les droites Pa, , Pa, , Pag . . . etc, correspondantes à ces 
courbes. 

Les éléments fondamentauoo de la figure (F') étant ainsi déterminés, la courbe 
U' sera la courbe isologique de cette figure relative au point P, dans tous les sy- 
stèmes de figures isographiques, en nombre infini , qu'il est possible de former 
ayec ces données. Pour déterminer Tun de ces systèmes, il faudra connattre encore, 
dans la figure (F), les homologues ai , a^, a, de trois points a, , a, , a, de la courbe 
U', puis qu*oo connatt déja un quatrième groupe P , P', de points correspondants 
dans les deux figures. Ces trois points pourront ètre pris arbitrairement , pourvu 
qu*ils satisfassent ici à la condition de se trouver, avec leurs homologues respectifs 
de la courbe U', sur des droites concourantes au point P. 



(**) Ces courbes forment efiectivement an faiscean, car elles ont en commun : Le 

point O' qui équivaut, pour la détermination de chaoune d* elles, à *^^^"" ^ points, 

2 

les m points /i , /i , . . . i fm-^i > P'» ®* ^^^ (*^— 1) points inconnus x^ ar^.i ; 

donc, en iont, —^-5 — 14. tn + tn - 1 =— l-g — ^ — 1. 

(**) Geci résnlte d*un théoròme démontré dans mon Essai sur les courbes géomé- 
iriques planes (Memoires des savants étrangers, T. XVI - 1859). 
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29. Cela pose, on poarra construìrc, par poiats, la courbe U de la figure (F). 
Car sì Fon veut,, par exemple, trouver le point 6 qui est, sur cctte courbe, Tho- 
mologue du point b', on aura la relation 

Rap.* anh.^«« a, [P, a2>«3>6] = Rap.* anh.9"« des 4 courbes (B'a,) [P',aj,a3,6'l , 

qui determine la direction de la droite a^b, dont T intersectlon avec le rayon 
Pb' sera le point cherché b. 

30. Pour éclaircir ce qui précède par un ezemple, supposons qu*on ait 77i=:2, 
et qu'une courbe du troisième ordre U', sans point doublé . soit donnée sur un 
pian. On veut former, sur ce pian, un sy stèrne de deux figures isographiques du 
second ordre tei, que la courbe U' soit, dans Tune des deux flgures (F'), la courbe 
isologique de cette figure relative à un point P donne sur cette courbe. On sait 
d*ailleurs que les poìnts a',b',c',P' de cette courbe ont, pour homologues, dans 
Fautre figure (F), les points a , b , e , P , situés sur les droites Va' , Pb' , Pc' , PP', 
respectivement. 

On prendra sur U' deux points d' , e\ et deux autres points 0/ 0^', puis on 
cherchera le point co. situé sur U', tei que le faisceau de droites P[a',b',c',d',e'] 
soit anharmonique au faisceau de coniques (FO/Oj'ac) [a', b', e', cF, e'] , problème 
facile, dont j*ai donne ailleurs la solution. Ce point a?, et les deux autres points 
Oi' , O2' seront les trois points fondamentaux dont aucun n'est multiple dans le 
cas actuel (m = 2) de la figure (F'). Quant à la figure (F), et par conséquent à 
la courbe U, elle est determinée, puis qu*on connatt les quatre points qui corre- 
spondent aux quatre points P'a'b'c' de la figure (F'). 

31. Jusqu*ici j'ai suppose que les points fondamentaux (B*) de Fune {Vy des deux 
figures sont tous donnés à priori^ et Fon a vu qu on ne peut alors disposer que 
de quatre points de la figure (F) pour les fairc correspondre, un à un, à quatre 
points désignés de la figure (F). Mais on peut profiter de Findétermination de ces 
points fondamentaux, qu*on choisit en general arbitrairement, pour assujetir d* au- 
tres points de la première figure à correspondre à des points également désignés 
de la seconde. 

Pour le démontrer, supposons d*abord qu'on se donne à priori tous les points 
fondamentaux (B'), à Fexception d'un seul que j'appelerai x, et qu'on veuille que 
le point e ait pour homologue le point e'; a , a' , b , b' , e , cS d , d' étant les quatre 
autres couples de points correspondants donnés. Jc vais faire voir que la question 
est determinée. 

En eflet, la condition nécessaire et suifisante pour que le pentagono abcde 
soit isographique au pentagone a'b'c'dV, c*est-à dire pour que le point e corre- 
sponde au point &, consiste dans Fégalité des rapports anharmoniques de quatre 
droites 

a[b,c,d,ej et b[a,c,d,6] 
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avec les rapports anharmoniques de quatre courbes correspondantes 

(B'a'aj)[6'c'd'e'] et (B'6'x) [a' , e', d',e'] , 

respectivement. 

On obtient ainsi deux équatioDs de condition necéssaires et sufQsantes pour la 
déterminatioQ du point x de la base (B')- 

PreoonSy par exemple, le cas où les courbes de la seconde figure sont des 
coniques. J*ai démontré, dans mon Essai sur la generation des courbes géome- 
triques § 30 (Voir le tome XVI des mémoìres des savants étran(;:ers, pages 188 
et 189), que la première des deux conditions ci-dessus, qui consiste dans Tégalité 
des rapports anharmoniques des quatre droites a [^ , e , ci , e] et des quatre coni- 
ques (a' O/Oj' x) [6' , e' , d' , e'], place le point x sur une courbe du quatrième or- 
dre qui passe par les points 6',c',(t',e', et qui a trois points doubles en a', 0/ et 0/. 
La seconde équation de condition place de méme le point x sur une courbe du 
quatrième ordre qui passe en a',c',ci',e' et qui a trois points doubles en b', 
0|' et 0/. Ces deux courbes ont. par équivalence, quinze points communs connus 
a priori, à cause des points doubles qui se trouvent sur Tune et sur Tautre. Dono 
elles ne se coupent plus qu*en un seul point toujours réel. C*est ce point qu'on 
prendra pour le point os, dont la construction n'exige d'ailleurs que 1* empiei de la 
règie. Ainsi la question est résolue, c*est-à-dire que, dans les deux figures isogra- 
phiques ainsi constituées, le pentagono donne a b e d e sera isographique au pen- 
tagono donne a' V e' d' e'. 

32. Si d^autres groupes de points fjf';gjg';h,h',.,, etc ; qui doivent se 
correspondre dans les deux figures, sont donnés, on aura pareillement, pour cbacun 
d'eux deux équations de condition, basées comme les précédentes sur les égalités 
des rapports anharmoniques de quatre droites et des quatre courbes correspondan- 
tes; et les groupes d*équatioos pourront servir à déterminer la position d*un certain 
Dombre de points (x,i/, 2 ... etc.) fondamentaux de la base (B') du réseau des 
courbes de la seconde figure, de ielle sorte que les deux polygones abcde/gr/i...etc., 
et o' b' e' d' e' f g'K „. etc. , soient isographiques. 

DEUXIÉME PÀBTIE 

Applioation de la théorie d68 figures i8ographiqu68 à la generation 

de8 oourbe8 à doublé oourbure de tou8 Ie8 ordree. 

Con8truotion de la tangente en un point. 

33. Deux figures isographiques étant données, supposons qu'on joigne chaque 
point de Fune (F) à un point fixe S situé hors de son pian, et chaque point de 
rautre (FO à un autre point S' situé aussi hors de son pian. 
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On formerà ainsi deux flgures à trois dimensions qu*on peut appelcr faisceaux 
isographiqueSi et qui, en vertu de ce qui a été dit dans la première partie de ce 
mémoire, jouìront des propriétés suivantes. 

1 .^ À une droile Sm du premier faisceau il correspondra, dans le second 
une 8eule droite S'm', variable en mème temps que Sm, et passanl par le paini 
m'homologue de m dans la figure (F') et réciproquement à une droite S'm', il 
correspondra dans la figure (F), une seule droite Sm variable avec S'm'. 

2.® À un pian Smn de la première figure^ il correspondra, dans la seconde^ 
un còne S'(Bra'n') de Vordre m ayanl pour base, sur le pian de la fì,gure (F') 
la courbe fondamental (B'm'n') de Vordre m, et réciproquement, à un pian 
S'm'n' de la figure (F'), il correspondra dans la figure (F) le còne S(Bmn) de 
Vordre m, qni a pour base, sur le pian de la figure (F), ta courbe fondamentale 
(Bmn) de Vordre m. 

3.^ Un pian quelconqne coupera les deux faisceaux suivant deux figures 
isqgraphiques de Vordre m. 

34. La correspondance mutuelle de ccs flgures isographiques à trois dimen- 
sions ne va pas plus loin ; et il n*existe pas de point determinò de la seconde fi- 
gure qui corresponde à un point designò de la première. Mais les relations qui 
viennent d*étre précisées suilisent pour Fobjet que j'ai en vue. 

35. Deux faisceaux isographiques sont déterminés , si Ton donne, dans Tua 
d'eux, quatre droites quelconques, SA, SB, SC, SD, issues du point S, et non si- 
tuées , trois à trois , dans un méme pian , et les quatre droites correspondantcs 
S'A', S'B', S'C, S'D' du second faisceau, ainsi que les 2(m-1) arètes fondamen-^ 
tales simples et Farete (m— 1)p*« S'O' des cònes de Tordre m de ce second faisceau. 

Gar, en coupant toutes ces lignes par un pian arbitraire, on se retrouve dans 
les conditions de Tarticle (33). 

36. Les arètes homologues de deux faisceaux isographiques de Vordre m se 
coupent sur une courbe à doublé courbure de Vordre (m + 2). 

En effet, un pian quelconqne X coupé tous le système suivant deux flgures 
isographiques planes de Tordre m, et ces deux figures ont (m+2) points doubles 
(26). Dono le pian arbitraire X coupé la courbe en (m-f2) points, ce qui prouve 
qu'elle est du (m + 2)»*™« ordre. 

Regardons la droite SS' comme étant un rayon du faisceau (F) ; il lui corre- 
spond, dans le faisceau (F'), un seul rayon. Il s*ensuit donc que le point S' ap- 
partieni à la courbe à doublé courbure. 

On verrait, de méme, qu*eUe passe une seule fois par le point S. 

La démonstration qui précède n*est plus applicable quand le pian arbitraire X 
est mene par Fun des points S ou S', parce qu'on n'a plus alors, sur ce plaa, 
aucune projection de Tune des deux flgures isographiques données. C*est pourquoi 
je Tais en donner une seconde, qui convient à tous les cas, et qui fait connattre 
une nouvelle particularité de la courbe à doublé courbure engendrée par les arètes 
homologues des deux fiisceaux isographiques. 
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31. AìUrement, Pour que ces deux ardtes Sm, SW se rencontrent , il faut 
qu'elles soient contenues dans un méme pian passaot par la droite SS'. Soìt P le 
point où SS' coupé le pian commun sur lequel od suppose que les figures isogra- 
phiques donoées ont été projetées ; tous les poiats correspondants . donnant lieu 
à deux arétes qui se rencontrent, sont donc situés, deux à deux, sur des droites 
passant par le point P, et par conséquent, ils se trouvent, respectivement sur les 
deux courbes isologiques U , U' de Tordre (m+l), dont P est le centre d' iso- 
logie (24). 

Or, tonte droite L, issue da point P, coupé lune de ces courbes, (par exemple 
celle U qui appartient à la figure (F;) en m points distincts, autres que le point 
P, lequel appartient aussi à cette courbe. 

Donc le pian (SS'PL) contient, y corapris les points S et S', (wi4-2) points de 
concours de deux arétes homologues, ce qui prouve que la courbe à doublé cour- 
bure engendrée est de Tordre (m + 2). 

Les plans, tels que SPa ou SPa', qui comprennent Tun a ou a' des points 
fondamentaux siroples de Fune des deux figures, ne donnent lieu à aucune remar- 
que* Ils contiennent, indépendamment des points S et S', m points de la courbe 
à doublé courbure, dont Tun résulte de Fintersection du rayon Sa par le rayon 
qui joint le point S' au point de rencontre de la droite Pa avec la droite flxe 
O'a' (IO). Mais il y a lieu d'examiner ce qui se passe dans cbacun des plans 
SPOjSPO', raenés, respectivement, par les points et 0' des figures isographi- 
ques planes. parceque, ces points étant multìples de l'ordre (m-l) sur les courbes 
isologiques U et U', pourraient aussi donner lieu à quelque point multiple sur la 
courbe à doublé courbure. 

Or, on sait (8) quii existe, sur la droite PO, (/n-l) points distincts , appar- 
tenant à la figure (¥'), lesquels doivent étre regardés comme étant les homologues 
que le point de la figure (F) possedè sur cette droite, et quii y existe en outre 
un autre point a', qui a pour homologue, dans cette figure (F), le point de ren- 
contre a, autre que 0, de la droite Po avec la courbe U. Àinsi il existe, dans le 
pian S'SPO, (m-1) droites, issues du point S', qui vont rencontrer, en des points 
distincts, leur homologue commune SO, et en outre Farete S'a'qui rencontre aussi 
sa correspondante Sa. Donc le pian ,SPO contient, comme tous les autres plans 
qu on peut mener, (m+2) points distincts de la courbe à doublé courbure, savoir 
les m dont il vient d'étre question, et les deux S et S' (*). 

38. La courbe à doublé courbure, ainsi engendrée, n*a donc pas de points 
multiples, ni en S, ni en S', ni en 0, et Fon prouverait de méme qu'elle n*en a 
pas au point 0'. D'ailleurs elle n*en saurait avoir en aucun autre point. G'est donc 



(*) Le seni cas qui fasse ezception, est celai oii le point P se trouverait en ligne 
droite avec les points et 0'. Dans ce cas, le point de rencontre des denx aròtes 
80,8*0' serait un point multiple de Fordre (m— 1) sur la courbe à doublé courbure (25). 
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sous ce rapport, une courbe generale de Fordre (m-i-2). Elle n'offre qu'une seule 
partìcularité, qui consiste en ce qu'elle s'appuie, par m points distìncts, sur cba- 
cune des arétes SO , S'O' qui joignent le sommets S et S' aux points multiples 
fondamentaux et 0', respectivement. 

39. Àinsi il est démontré qu'on peut engendrer une courbe à doublé courbure 
d'un ordre quelconque par Tintersection de deux rayons, qui pivotent autour de 
deux points fixes et qui se correspondent suivant une loi commune ; en d* autres 
termos, qu*on peut. à Taìde de simples flgures tracées sur un pian, et sans con- 
sidérer aucune surface, diriger le mouvement de ces deux rayons correspondants, 
de manière qu1ls se coupent sans cesse, dans Tespace, sur une courbe à doublé 
courbure. 

40. Si Fon connatt : les sommets S et S' des deux faisceaux isograpbiques (3S), 
quatre couples d*arétes correspondantes, et les arétes fondamentales de Tun des 
deux faisceaux, la courbe à doublé courbure est déterminée (35). 

41. Si m=l, c'est-à-dire si les deux flgures sont homographiques, la courbe 
à doublé courbure qu'on engendre est du troisième ordre, et on peut immediate- 
ment Tassujetir à passer par les six points qui la déterminent. 

Mais il n*en est plus ainsi, dès que m> 1. On peut néanmoins, en suivant la 
métbode qui vient d*étre exposée» la faire passer par un nombre de points supé- 
rieur à 6, en profitant convenablement de Findétermination des arétes fondamen- 
tales de Fun quelconque des deux faisceaux isograpbiques. C'est ainsi que, dans 
la tbéorie des courbes planes, on ne parvient à engendrer une courbe donnée du 
degré m, au moyen d*un faisceau de droites, par exemple, et d'un faisceau de cour- 
bes du degré (m- 1), qu'en déterminant convenablement (m - 1) des points qui 
composent la base de ce dernier faisceau, c'est-à-dire en les déterminant de ma- 
nière que la C,^ resultante passe par tous les points qui la déterminent. 

Ce qu'il faut faire, dans le cas actuel, resulto immédìatement dece qui aété 
dit dans la Première Partie (32). On projetera tous les points donnés À,B,C,D...etc. 
vus de deux d'entro eux S,S', en a,a' ; 6,6' ; c,c'; ... etc. , sur un pian quelconque, 
qui sera le pian de construction des flgures isograpbiques. Chacun de ces groupes, 
autre que les quatre qui sont nécessaires à la détermination des deux flgures, 
fournira deux équations de condition, qui pourront servir à déterminer convena- 
blement Fun des points fondamentaux de Fune des deux flgures. On pourra dono 
ainsi assujetir la courbe à doublé courbure à passer par autant de points, plus 
six, qu'on a de déterminations disponibles de ce genre à effectuer. 

On conpoit aussi qu'il serait possible de laisser indéterminés les sommets S 
et S' des deux faisceaux de droites génératrices. et de proflter de leur indéter- 
mination pour obliger la courbe à doublé courbure à passer par de nouveaux 
points donnés. Mais je ne m'occuperai pas plus longuement de cette question, qui 
présenterait, sans doute, de grandes difflcultés. 

42. La construction, qui vient d'étre developpée, fournit immédiatement le 
moyen de construire la tangente en un point donne A de la courbe. Car soient 
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a, a' les projections, sur le pian des figures isographiques , du point A, vu des 
poìDts S , ss respectivement, et ai , aV les tangentes en ces points aux courbes 
U et \}\ la droite d*intersection des deux plans Sat^&'a'C sera la tangente de- 
inandée. 

43. Je terminerai en faisant remarquer que , dans le cours du présent Me- 
moire» je ne fais guère usage que de courbes de Tordre m qui sont douées d'un 
point multiple de Tordre m-1, e'est-à-dire des courbes les plus simples de cet 
ordre» courbes qu*on sait construire dans tous les cas. 

J'ai fait Toir, en effet, dans mon Hémoire sur la generation des courbes gèo- 
métriqueSf qu'il est toujours possible de construire de telles courbes, par le moyen 
des intersections de deux faìsceaux anbarmoniques , en les astreignant à passer 
par tous les points nécéssaires à leur détermination, et en ne se servant que de 
droites et de courbes du degré immédiatement inférieur, douées elles mémes d'un 
point multiple de Fordre le plus élevé que ce degré comporte. 

Il résulte de cette remarque, que le mode de generation des courbes à doublé 
courbure dont il s'agit dans ce travail, ne repose que sur des constructions et des 
déterminations pour la solution desquelles la Geometrie moderne possedè toutes 
les ressources nécéssaires. 

A bord de la fregate le d*Assas, le 2S Novembre 1859. 
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SOPRA UNA FOHMOLA DI TERMODINAMICA 



PEL 



Dott. A. MOLLO. 



Si dà il nome di calore specifico dei vapori saturi alla quantità f che entra 
nelle formole generali dei vapori. 

II valore di questa quantità è dato dalla formola 

nella quale , come è noto , C indica la quantità di calore necessario per scaldare 
di 1® Tunità di peso doiracqua soggetta ad una pressione (variabile) sempre eguale 
alla tensione massima del vapore alla temperatura corrispondente, r indica le co* 
lorie di vaporizzazione , l la temperatura , e -y la quantità di calóre che serve a 
scaldare di r ]*unità di peso del vapore, mentre esso si mantiene saturo, durante 
l'aumento di temperatura. 

Nei trattati di termodinamica, si perviene alla (1) con metodo poco semplice 
mediante la 2* equazione fondamentale, o equazione di Thomson. Noi stimiamo 
molto utile il mostrare che si può anche ottenere la stessa formola con più fa- 
ciltà applicando la 1^ equazione fondamentale della termodinamica. 

Infatti dalla 1^ equazione fondamentale 



dQ = A(dU + pdr) 



posto E = -r- , si ha 

A 



dU = EdQ-pdv. (2) 

Alla quantità di calore kpdv . corrisponde il lavoro pdv , e quindi E = ^^ , 
essendo dQ = Apdv; onde nella (2) si ha 

dU = 0. (3) 
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Per faciltà di calcolo consideriamo il caso speciale dell'acqua e del vaporo 
acqueo. Il medesimo procedimento può applicarsi a qualunque altro liquido , ed 
anche al caso della fusione ; solamente bisogna tener conto che il valore assoluto 
della forza elastica corrispondente ad una data temperatura varia da un liquido 
ad un altro. 

Supponiamo di avere un chilogramma d*acqua contenuta in un cilindro; e che 
UDO stantuffo scorra nel cilindro stesso in modo da far variare la capacità dello 
spazio occupato dall'acqua. 

Avremo cosi un miscuglio di liquido e vapore , in proporzioni variabili. Sup- 
poniamo infine che lo stantuffo eserciti una pressione sempre eguale alla tensione 
massima del vapore alla temperatura data. 

Chiamiamo con s il volume specifico del vapore, con o il volume specifico del 
liquido, con p la forza elastica della miscela (liquido e vapore) , e con x il peso 
del vapore ; sarà evidentemente 1 — a; il peso del liquido , sx il volume del va- 
pore, a{s-x) il volume del liquido, e i; = (8-o)aj + o il volume della miscela. 
Quindi dalla (2) può stabilirsi facilmente l'equazione 

dU = {E[C+(7-C)aB] - P«?^^-P Jj di + { Er-p(8-o) } (te. 

AiBnchè si verifichi la (3), fa d*uopo che si abbia contemporaneamente 

E[C + (Y-C)x]-px^7^-p^ = (4) 

Er-p(8-o) = 0. (5) 

DilTerenziando la (5) rispetto a {, ed osservando che p dipende solo da (, ed 
è indlpcDdente dal volume v della miscela ; che s e a sono pure funzioni di ( e 
indipendenti dal volume della miscela, e che, infine, la quantità f è indipendente 
dalla capacità dei recipienti dove è contenuta la miscela , e però possiamo consi- 
derarla funzione della sola t ; si avrà 



dalla quale 



■'i-i'-"-'-^'- « 



d(8-o) dr dp 



il quale valore sostituito nella (4), si ha 



ElC + (T-C)x]-Eaj-^ + ^»(«-o)-p^ = 0. (1) 
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Ciò posto osserviamo che , siccome con C si è indicato il calore necessario 

per scaldare di 1® lunità di peso dell'acqua soggetta ad una pressione (variabile) 

sempre eguale alla tensione massima del vapore alla temperatura corrispondente, 

sarà Cdl la quantità di calore necessario per scaldare lo stesso liquido da t a 

t + di. Il lavoro corrispondente a questa quantità di calore , sarà EG di , ossia la 

do 
pressione p moltiplicata per la variazione -^ di del liquido, quindi 

'^ di 



ossia 



EC = p^^ (8) 



Sviluppando le parentesi nella (7), si ha 

EC + E(T-C)x-Eaj^ + ^a5(6-o)-pÌ^ = 0. 
Ed in virtù della (8), e dividendo per Ex, quest'ultima equazione diverrà 
T-0 = |-Af (.-,). (9) 



Inoltre dalla (5), si ha 
e quindi ancora 



Er = p(8-o) 
Er 



ossia 



Ora noi diciamo che è 



— = f(«-o) 
-y = A ^ (8 - 0). (tO) 



^^. (..) 



Difatti dall'equazione caratteristica dei gaz 

pvsIU (12) 

poiché si è osservato che la forza elastica p della miscela varia solo al variare 
della temperatura ( , ed è indipendente dal volume v della miscela stessa, dert- 
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Tando la (12) rispetto a t, e considerando v costante, abbiamo 

ÉL-JL 

dt V ' 

il quale valore sostituito nella (11) la verifica. Sicché la (10) può anche scriversi 

^ = Af(s-o) (13) 

e però la (9) in virtù della (13) si cangia nell'altra 

^ dr r 

oYYero 

_P (ir r 

come si voleva dimostrare. 

Ayersa, 15 Aprile 1883. 

Q U I S T I N I. 
5?. Il valore della doppia serie 

è 

Esempio : 

53. La 105^^ parte dell'area d'un cerchio rappresenta l'area media di tutti 
i triangoli, il cui perimetro è uguale al raggio del cerchio. 

54. Se si considerano tutti i poligoni di n Iati, la media aritmetica degli an- 
goli, che, nella serie crescente degli angoli di ciascun poligono, occupano il posto 
f«», è 



V "" n) v;rr+T "*■ n-r+2 "*■•' • ' "*" n)* 



esempio :- Per n = 3, si trova che il minimo, il medio, il massimo angolo 
d'oD triangolo, sono rispettivamente uguali, in media, a 20<^, 50®, \\0^. 

Ernesto Cesare, 
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PEL DOTTOR 



ANSELMO BASSANI 



Traiettoria d' un punto solleoitato da due forze, V una attrattiva 
e Taltra ripulsiva emananti da un centro d'azione fìsso. 

Sia r la distanza del mobile dal centro di forza, che si prende per polo, ur^ 
la forza d'attrazione, Xr^ la ripulsione e sia e il doppio dell'area descritta, in una 
unità di tempo, dal raggio vettore ; il movimento si effettua in un piano, che passa 
per il polo e per la velocità iniziale, e Tequazione differenziale della traiettoria è 
data (valendosi del principio dello aree e di quello delle forze vive) dalla equazione 

^ ^ \dU e«(n+l) "* ^ e«(m+l) '* ^ ^ ^ 

1 

dove si è fatto ti = -, e 
r 

^ e* ^e«(n+l)^ e«(m+l)"« 

L' integrale della (1) sarà l'equazione polare della traiettoria richiesta. 

Le costanti contenute neirequazione finale dovranno essere determinate , per 
ogni legge di forza , con le circostanze iniziali del movimento ; cioè la posizione 
iniziale dell'elemento, la sua velocità iniziale e la sua direzione. 

Ora l'equazione di sopra non potrà generalmente essere integrata ulterior- 
mente, se non annullando la costante C col supporre che l'elemento sia partito 
da un punto ad una distanza infinita, e però è scopo di questa nota di stabilire 
alcune considerazioni intorno all'equazione differenziale la più generale dell'orbita, 
in modo da indicare Tandamento e la forma generale della curva deducendone tutti 
quelli elementi di essa , che dipendono dalle derivate di una coordinata rispetto 
all'altra, come sarebbe il raggio di curvatura etc. 
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Si scriva l'equazione precedente sotto la forma 



l * 

do 
e si prendane a studiare i varii casi seguenti : 



") ''~5f=[-»":*-^'^"'+^"--?^]'' 



1*> Caso n + l>0 , m + 1^0. 

E? identemente per n + 1 > ed m + 1 > i coelTicienti dei due ultimi termini 
del 2® membro dell'equazione (2) sono positivi, e C potrà avere Fune o laltro dei 
due segni + o - ; inoltre, avendosi allora n + 1 > n — m, il detto polinomio potrà 
ammettere, tutt'al più, due radici positive (*). 

Identicamente, restando n + 1 > ed avendosi m + 1 < , Y ultimo termine e 
la costante C saranno positivi ed il coemciente del terzo tèrmine negativo, dimo- 
doché, essendo n-m>n+l e facendo m=:--m\ il polinomio 



e*(m'-l) e*(n+l) 

presentando in ogni caso due sole variazioni di segno , cadremo nella stessa am- 
missibilità di radici positive, di cui si è parlato più sopra. 

Indicando quindi a e ^ {ol<^) le due radici positive del secondo membro della 
(2) , prima e dopo questi valori il polinomio fra grafo è negativo e quindi , la u 
potendo variare soltanto fra i limiti suddetti, perchè dO si mantenga reale, la tra- 
iettoria sarà tutta compresa fra i due cerchi concentrici P al polo e descritti con 

1 1 

raggi - ed ^. Nei punti limiti essendo dr nullo, la componente della velocità se- 

a p 

condo il raggio vettore è nulla : così la velocità è perpendicolare al raggio vet- 
tore, e quindi la traiettoria tangente ai due cerchi in questi due punti. 



(*) Si può avvertire che i cangiamenti di segno di questo polinomio si faranno 

sempre passando per lo zero e mai per L'infinito, perchè altrimenti -?- essendo infì- 

dQ 

nito, avremo (a indicando l'angolo fra la tangente ed il raggio vettore) 

m db ^^ 

tang a = r -7- = - w -rr- = ^ 
dr du 

e la corva sarebbe tangente al raggio vettore e quindi non avrebbe più luogo il prin- 
cipio dell'aree. 

VOL. xxni. il 
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Nel caso iu cui i valori massimo e minimo (iella u fossero eguali , la traiet- 
toria si ridurrebbe ad una circonferenza, ed allora, siccome sappiamo che la ve- 
locità di un elemento in un punto qualunque di un orbita è la stessa di quella 
che si acquisterebbe da un elemento che si movesse liberamente dalla quiete lungo 
un quarto della corda di curvatura nel punto, condotta pel centro di forza, sotto 
l'azione di una forza costante, la di cui intensità è eguale a quella della forza cen- 
trale nel punto , si dovrebbe avere che a la velocità iniziale è perpendicolare al 
raggio vettore e media proporzionale fra il raggio vettore e la forza centrale in 
quel punto » ; che è la relazione costantemente esìstente nel moto circolare uni- 
forme. 

La tangente trigonometrica dell'angolo compreso fra il raggio vettore e la tan- 
gente in quel punto è infinita. 

Concavità e punii (^inflessione. - Si sa che una curva in coordinate polari è 
l 



1 r 

concava al polo se - + -r^ è positivo ed in generale ha un punto d* inflessione 

I V 

quando - + -^ cambia di segno. Pertanto dalla equazione differenziale delForbita 

si riconosce eh* essa è concava al polo fintantoché il valore di r si mantiene su- 

1 1 

periore a ( — ) , e presenterà un punto d'inflessione quando il valore l-j 

di r, per il quale Taccelerazione è nulla, resta compreso fra i limiti, tra i quali può 
variare (mantenendosi M reale) la distanza dcirelemento dal polo. 

Angolo apsidale (*). - Dicesi angolo apsidale in un orbita centrale V angolo 
dei due raggi vettori massimo e minimo consecutivi (distanze apsidali). Essendo 
a e ^ le due distanze apsidali consecutive, si ha, nel nostro caso, che l'angolo 
apsidale è dato dall'integrale definito 

(3) ♦ =/^ (_ u- + Cu- + ^ «- - ^)'\ ' «». 

Ora perchè la traiettoria possa essere chiusa è necessario e sufllciente che 



(•) Vedi l'eccellente Trattato sulla Meccanica Ragionale del prof. G. Batta- 
glini, pag. 887. 
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Tangolo 4> sia commensurabile con i: , e quindi che 1* integrale di sopra sia indi- 
pendente da a e ^, altrimenti facendo variare a e ^ d*una quantità piccolissima e, 
^ varierebbe in modo continuo e quindi non sarebbe sempre commensurabile con 
ic. Generalmente per determinare quest'angolo $ si ricorre, per ogni caso che si 
considera, all'equazione dell'orbita^ però ci possiamo risparmiare, allo scopo, una 
integrazione molto spesso laboriosa, se non impossibile , quando supponiamo che 
la curva non diiTerisca gran fatto da un circolo. 

Si ponga 9(u) = !*"(*+*) , ^{u) — u^^^^^\ allora la forza centrale che sollecita 
il mobile si potrà mettere sotto la forma |xu*f(n) — Xu*(|/(tO, e Tequazione dilTeren- 
ziale dell'orbita diventa 

Se la traiettoria fosse circolare avremmo 

e quindi 
(5) a-— - + — --0. 

Quando l'orbita è prossimamente circolare possiamo porre u = a + x> essendo 
X una quantità piccolissima. La (4) diventa 

_+« + a; - J [ (p(a) + x?'(«) 1 + -r [*(«) + ajf(«) J = 0. 

Ha per la (S) si può anche scriyere 

ed integrando 



dove B e K sono costanti d'integrazione. 

Quindi il valore generale di che rende -jr^Q è dato dalla quantità fra grafo 
eguagliata ad un multiplo di ic ; e per conseguenza la differenza (angolo apsidale) 
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tra due valori consecutivi qualunque di sarà prossimamente 



ossia per la <S) 



J Xaf(a)-tta9'(*) 
^ ^ ■*■ jii9(«)-X<Ka) 

Legge del movimenlo. - La posizione del mobile sulla traiettoria è data dal 
principio dell'aree 

-dr=''' 

però non restringeremo la generalità del problema prendendo per origine del tempo 
ristante, in cui la variabile u tocca il suo minimo a ; cosi Tequazione (2) con la 
precedente dà 

df = ± 






eHm-{-i) e*(n+t) 

Si prende il segno + fino a che la variabile u tocca il suo massimo , poi il 
segno — quando decresce e cosi di seguito : il tempo impiegato dal mobile per 
descrivere Tarco compreso fra due distanze apsidali consecutive è dato dalla equa- 
zione 



(6) 




u ^ du 



i/_ -.n+a 1 n^.n+t i ^^ «.n-m ^^ 



-tt*^»+Cu»^«+— r^2i_ u«-*- 



e*(m+l) c*(n+1) 



Raggio di curvamra. - Essendo a l'angolo della tangente col raggio vettore, 
Y Taccelerazionc del punto, si ha 



1 dO e 
8ena=-r-7-=— ; p = 
V di vr ' ^ 



^ m^^-r 



Y scn a . fd^u . \ 
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e, sostituendo si trova 



Ve«(m+1) e*(n+l) ^ / 



II. Caso n + 1 < , m + 1 > 0. 

Si ponga n=-n' e l'equazione differenziale della traiettoria prenderà la forma 

d6 L e*(n'-l) e*(m+l)J 

Essendo m + 1 < m + n', il polinomio fra grafe, ordinato per n' < 3 e C posi- 
tivo o nullo, ammetterà una e soltanto una radice positiva. Si rappresenti con a 
questa radice ; poiché per u = il polinomio è positivo, cosi la variabile u dovrà 
restare limitata neirinter vallo da ad a , e la traiettoria pertanto sarà tutta si- 

tuata esternamente al cerchio che ha per centro T origine e per raggio -.Per G 

negativo, lo stesso polinomio potrà essere soddisfatto al più da tre valori positivi. 
Siene a, ^, 7 le tre radici disposte in ordine crescente di grandezza : la variabile 
tt dovrà mantenersi costantemente minore di a compresa neirinter vallo (^,7), 
cosicché si scorge che la traiettoria sarà composta di due rami , Y uno situato 

1 
esternamente al cerchio di raggio - e T altro compreso fra i due cerchi concen- 
trici al primo ed aventi per raggi rispettivamente j^ 9 -• 

Se a = p = Y i tre cerchi coincidono e Torbita si riduce ad una circonferenza ; 
in questo caso si dovrà avere 



^ (n+3)>(m-f3) / m + 3 X\ 
'"(n+l)-(m+l)\n + 3 iJ/ 



(n+l)-(m+l) 

Infatti si sostituisca a per ti e si mandi a zero la derivata terza della (1), si 
ricava 

(n+3)»(m+3) 
(n+l).(m-hl) ' 
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inoltre si ba dalla (1) dilTerenziando e riducendo per u= a 






la quale, combinata con Teguaglìanza di sopra, dà il coefficiente C come si è detto. 

Il caso, in cui il polinomio ammettesse una radice soltanto o nessuna è stato 
considerato altrove. 

Finalmente per n' > 3 e C positivo o negativo il secondo membro della (1) 
sarà soddisfatto , tutt' al più , da due valori positivi a e § (a < ^) , e quindi la 

traiettoria sarà composta di due rami , V uno esterno al cerchio di raggio - e 

r altro interno al cerchio concentrico al primo e di raggio t- 

P 
Assinloli. Si può dire che una curva, data in coordinate polari, abbia un assin- 

toto ogniqualvolta la <sottangente polare --7— è finita per un valore finito di 6, in 

corrispondenza dei quali valori r diventa infinito ; oppure si può dire in generale 

di 

T 

che si avrà un assintoto quando jr- cresca indefinitamente tenda ad un valore 

determinato l Nel primo caso l'asintoto passa per il polo, nel secondo è distante 

1 1 

dal polo - e la relativa sottangente polare è — -j. Applicando un tale criterio , si 

vede intanto che non vi saranno assintoti che nel caso , in cui n + 1 < , perchè 
per n + 1 > la traiettoria non ha rami all' infinito , e quindi riferendoci al caso 
ultimo studiato^ si ha che 

lim • -jT = 'fC per u = 0. 

Bisogna dunque che C sia positivo, e, siccome il radicale può avere Tuno 
Taltro dei due segni + -, in generale vi saranno due direzioni assintotiche. a 

destra ed a sinistra dal polo e distanti -r=:.. 

Ve 

III. Caso. n+l<0 , m+l<0. 

Si faccia n+l = -p ed m+l= — g; avremo 



(8) ^=r^„p_2x„,_„.^cf 

^ dO Le«p e*a -^ J 
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Qu si presentano da studiare vari altri casi : 

1*^ Sia p >(; e > 2 e la costante positiva. Allora in ogni caso, il polinomio 
fra grate della (8) potrà ammettere al più due radici positive. Sieno a e p queste 
radici e sia a < ^. Siccome per u = il polinomio ha valore positivo, cosi in tutto 
r intervallo (a , ^) esso si mantiene costantemente negativo e quindi d6 sarà reale 
fintantoché si avrà u<a ed u>^. Pertanto la traiettoria si comporrà di due 

rami, Tuno situato internamente al cerchio descritto dair origine con raggio g e 

Taltro esterno al cerchio concentrico al primo e di raggio -. Nel caso in cui fosse 
a = ^, cioè si avesse una radice doppia, la curva sarà tutta esterna al cerchio che 
ha per raggio ^. Finalmente se il polinomio non ammette alcuna radice reale po- 
sitiva, dO si manterrà reale per tutti i valori della u compresi fra e oo. 

Per C negativo ; il poUnomio sotto radicale della (8) avrà soltanto una radice 
positiva e, indicandola con a, si vede che. in tutto Tintervallo da ad a, esso ha 
valore negativo e quindi la traiettoria cadrà tutta esternamente al cerchio descritto 

dal polo con raggio -. 

2® Il caso in cui g > p e > 2 e gli allri possibili entrano in quelli studiati 
più sopra ; non resta a studiare ehe il caso in cui p = g - 2. 
La (8) prende la forma 



(9) 



t-=m-^,-'h'^<^i 



Supponiamo prima positivo il coefliciente di u^ e sia =ES allora 

du 



d6 = 



Ve^u» ± c ' 



ed integrando 



e + fe=i-log.(w-l-\/u«±^,), 



e sviluppando e facendo 2E(6 + k)-z 



ossia 



e«_(4u.±g)e' + g = 0. 
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Ora moltiplicando per e"^ ed isolando 4u<, si ha 

4u* = e* + _.e^Tgt 

e sostituendo per u e z i loro valori 

1 1 / E(6+ft)^C -E(e+fc)V 

f=4V' ^r*' ) 

cbe é Tequazione della traiettoria. 

Supponiamo in secondo luogo che il coeOlciente della n< nella (9) sia negativo 
si ponga = - H. Allora, trascurando il caso di C negativo, avremo 

r du u 

6 + ft = i -==, = are sen —= , 



da cui 



r du u 

I -==, = are sen -=: 



Finalmente sia nullo il coefficiente :!ella u* ; cosi 

+ ft= VO -tt, 



ossia 

r Ve 

11 metodo si può estendere al caso d*una forza d*attrazioue agente da sola (*), 
la quale non è che un caso particolare del problema più generale ora studiato* 



(•) Nouv. An. 1880 p. 340- 
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UN' OSSERVAZIONE INTORNO ALLE COPPIE PER UN SISTEMA 
DI FORZE PARALLELE 



NOTA 



DI 



LEOPOLDO CROCCHI 



i. Quando ai punti di un sistema materiale, sono applicate le forze parallele 
PfPsPa-.. 9 ciascuna forza trasportata alVorigine dà luogo altresì ad una coppia il 
cui quadrato è P^r^, essendo P la forza considerata, ed r la distanza del suo punto 
d'applicazione dalla retta condotta per T origine parallelamente alla comune dire- 
zione delle forze. 

Segue da ciò, che la somma dei quadrati delle coppie che sMntroducono col 
trasporto di P, P, P,... a un punto qualunque, risulta chiaramente eguale al 
momento dlnerzia di un sistema materiale formato coll'attribuire ai punti di ap- 
piicazìoue delle forze le masse P,- P^^Pj* ... rispetto a un'asse i condotto pel punto 
parallelamente alla direzione comune delle forze. 

2. Scopo di questa breve nota, si è appunto di verificare le principali pro- 
prietà della somma dei quadrati delle coppie , correlative a quelle del momento 
d'inerzia del sistema determinato colle condizioni precedenti. 

3. Una forza P applicata al punto (xy z) è equivalente alla stessa P applicata 
all'origine delle coordinate, e alle tre coppie. 

Zy-Yz , Xz-Zco , Yx-Xy, 

essendo X, Y, Z le componenti di V^ secondo i tre assi, ovvero alla coppia risul- 
tante che è data da, 

H« = (Zy - Yz)^ + aiz- Za?)« + (¥x - Xy)\ 

Sieno a^Y gli angoli che la direzione della forza P, fa coi tre assi ortogonali; 
l'espressione precedente di H^ diviene 

- P* (à* + y* + 5*)(cos*a + cos*p + cos*y) - P* (ajcosA + ycosg + zcos^)* 
VOI. XXIII. 12 
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ovvero 

II* = P«(j/* + 2*) cos«a + V\x^ + z^) cos*? -f P^Cy» + cc^) cos*y 
- 2y2 cos'p cos*Y - 2za? cos*a cos*y - 2a?j/ cos*a cos^p. 

Sommando TespressioDi simili per tutti i punti del sistema si avrà : 

( I ) IÌV = 1 p2(2/« + 5*) cos'ha + 2P*(a?« + ;s«) cos*p + 2P*(a?* + y*) cos*y 

- 2 £ P^i/jz cos*3 cos*Y - 2 2 P*a?jz cos*a cos*y - 2 2 P*a5i/ cos*a cos*p. 

4. Introduciamo ora l'ipotesi che le forze sieno parallele; in tal caso, le coor- 
dinate x, y, z diverranno indipendenti da a ^ y, e quindi ponendo 

A = 2P2(y« + :s«) , B = 2PVx* + z2} , C == 21 P«(®« + y») 
saranno 

D = 2:P«y:s , E = 2P*a;j2 , F = 2P*a)y 

aesanno A, B,C, D, E9F, indipendenti da a^*y. 

Sia inoltre R un raggio vettore, che ha la stessa direzione delle forze, allora 
posto 

R cosa = ti , Rcosp = v , Rcosy = i/; e 2H*=:-^- 

la (I) diverrà 

1 = Ali* + Bu* + Cti* - 2Dat; - 2Et;«? - 2Ftiw 

• 
cbe è la equazione di un*ellissoide quando u^ v, w %\ riguardano come variabili. 
Quindi si può dire : Trasporlando le forze del sislema in un punto preso per 
origine delle coordinate, la somma dei quadrali delle singole coppie formale ri- 
spello a varie direzioni delle forze parallele, sono dale dalle inverse dei quadrali 
dei semidiametri paralleli a quelle direzioni di un'ellissoide determinalo col centro 
nelV origine. 

Per analogia all'ellissoide d*inerzia possiamo chiamarlo ellissoide della eoppia. 

5. Da ciò risulta intanto che le direzioni delle forze rispetto a cui la somma 
dei quadrati delle singole coppie « risulterà massima minima , saranno soltanto 
quella dell'asse minore di figura delFasse maggiore deir ellissoide rispettivamente. 

Prendendo per assi delle coordinate, gli assi deirellissoide della coppia, avremo 

D=0 E=0 F=0 

j;P»y;s = IP*j5aj = 2P»xy = 

e perciò si avrà 

1 rrr AU* + Bt^^ -f C^* 
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ovvero 

1 
2 H* = ^ = A cos'a + B cos^p + C cos^y 

dove A , B , C sarebbero i valori della somma dei quadrati delle singole coppie , 
quando le forze fossero rispettivamente parallele alle direzioni degli assi di figura 
dello ellissoide della coppia , e queste speciali direzioni potranno essere chiamate 
direzioni principali del sistema. 

6. Da ciò, deriva che conosciuti i valori delle somme dei quadrati delle sin- 
gole coppie rispetto alla direzione delle forze, secondo le direzioni principali , si 
potrà avere quello corrispondente a una direzione qualunque delie forze parallele. 

Se Ox Oy Oz, sono le tre direzioni principali per il punto , per un altro 
punto qualunque 0' preso sull'asse delle z il sistema delle direzioni principali è 
interamente diverso, e neppure O'z è più per 0' direzione principale. 

Infatti se O'X OT con O'Z costituiscono tal sistema, e se O'X' O'Y' sono pa- 
ralleli ad Ox ed Oy si avrebbe 

If^xz =0 ZVhjz =0 

£P*aj'2 = 2;PY2' = 0. 

Ha se 00' = fc , si ha x' = a? , y' = y t z' = h"Z onde dovrebbe aversi 

2 P»a5(ft - z) = l P*y(/c - 2) = 

cioè 

ed essendo k diverso da zero, dovrebbe essere 

2P«x = 2P«2/ = 0. 

Queste equazioni, sono soddisfatte soltanto quando il centro del sistema delle 
forze Pf^Pj* .. parallele tra loro, coincidesse coirorigine delle coordinate, questo 
ponto si potrà chiamare centro del sistema, e si potrà quindi asserire : Una retta 
può essere direzione principale, rispello a uno qualunque dei siboi punti quando 
passa pel centro del sistema. 

1. Si può anche notare come conseguenza di ciò che precede, che se è il 
centro del sistema, ed OxOyOz le direzioni principali, ogni altro punto 0' per il 
quale le direzioni principali, restano invariate deve trovarsi sopra uno degli assi 
Oa? Oy Oz. 

8. Concludiamo ora, che nella corrispondenza tra il momento d'inerzia del si- 
stema materiale ai cui punti sono applicate le forze P^^Pa^Pa^... e la somma dei 
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quadrati delle singole coppie nel sistema primitivo, Tuno e Taltra valutate rispetto 
alla direzione comune delle forze parallele, airellissoide di Poinsont, agli assi 
principali d'inerzia ed al baricentro, sono ora sostituiti Tellissoide della coppia, le 
direzioni principali ed il centro del sistema. 

9. Altre proprietà della somma dei quadrati delle coppie, si deducono agevol- 
mente da quelle correlative del momento d'inerzia ; cosi avremo : 

a) La somma dei quadrati delle singole coppie rispetto a una direzione qua- 
lunque delle forze parallele è eguale alla somma dei quadrati delle singole coppie 
rispetto alla stessa direzione ma rispetto al centro del sistema , aumentata del pro- 
dotto della somma dei quadrati delle forze, per il quadrato della distanza del centro 
del sistema dalla direzione primitiva ; dimodoché, se a b e sono le coordinate del 
punto . rispetto agli assi coordinati passanti pel centro del sistema , ed a ^ y 
sono gli angoli costanti della direzione delle forze, avremo 

ove £ H'^, indica la nuova somma dei quadrati e 5 la distanza del centro del si- 
stema, dalla direzione primitiva, il cui valore è dato da 

6« = cos*a(6^ + e*) + cos*?(a* + e*) + cos«Y(a* + 6*) (*) 

come applicazione, esaminiamo qualche caso particolare. 



(*) Ciò si prova , subito anche direttamente. Se gli assi coordinati sono le tre 
direzioni principali abbiamo 

S H* = A cos*a -i- B cos*p + C cos*^ 
cioè 

2 H* = cos«a 2 P»(y* -1- e*) + cos«3 2 P«(a;* + z*) 4- C08*y 2 P*(a;2 4- 3/*). 

Riferendosi airorigine {abc)y il nuovo valore 2 H'* si ottiene ponendo per x jf ^; 
X" a f y — &> z — e, e così troveremo : 

2 H" = 2 H« - n cos«a 2 F^y - 2c co3«a 2 P*^ 

- 2a co9«p 2 P«j; - 2c cos*^ 2 F^e 

- 2a cos*7 2 P^x - 26 cos^y ^ P^y 

+ 2 P^ { cos*a(6* + e*) -h co8*p (a* + e*) -h cos«Y(a« + 6*) } 

e poiché Forigine è il centro del sistema, dev* essere 

2P2^=2P»y = 2P2z-^0 
onde 

2 H'2 = 2 H* f 8^ 2 P». 



Digitized by 



Google 



)( 93 )( 
Essendo: SH'* = £H* + 8* 2 P*, si ha, avuto riguardo al valore di 6% 



cos*a (b* + e*) + cos*p(a« + e*) + cos*y (a* + 6*) = ■ 



IP» 



ed essendo il primo membro costante, Io sarà anche il secondo e perciò SH'^, dun- 
que : II luogo dei punti, nei quali trasportando le forze, la somma dei quadrati 
delle singole coppie ha un valor costante per una data direzione delle forze parai-' 
lele, 6 rellissoide 

cos*a(Y« + Z*) + cos*p (X* + Z*) + cos»^ (X* + Y«) = N« 
cioè : 

X*(cos»p -h cos*y) + T*(cos2a + cos^y) + Z*(cos*a + cos*p) = N» 
ovvero 

X* sen^a + Y» scn«g + Z« sen«Y = N* 

N N N 
i cui semiassi, sono , — s , cioè i loro rapporti due a due sono indi- 
sena senp seuY 

pendenti dalla grandezza delle forze, mentre la somma dei quadrati delle loro in- 

Tcrse, riesce indipendente dalla direzione delle stesse forze parallele. 

Sia a = 6 , cioè la nuova origine si trovi nel piano bisettore del diedro ZT , 

avremo : 

yp^ — = C08*a(a* + e*) + cos*P(a* -f e*) + 2o* cos*y 

ma 

cos^a + C08*p + cos^^Y = 1 , 
onde 

— ^ — = cos*Y (a* - e*) - (a* + e*) 

dove il 2® membro è indipendente da a e ^; per questo si ha: La variazione che 
subisce la somma dei quadrati delle singole coppie , pel trasporto delle forze dal 
centro del sistema, in un punto del piano bisettore di un angolo diedro dei piani 
coordinati, è costante per tutte le direzioni delle forze corrispondenti alle genera- 
trici dei coni che hanno per asse. Tasse del diedro. 
Supponiamo anche a = b = c, avremo 

IH'* - 2H* 

— =p^ — = 2tt* (cos*a + cos*p + cos*Y) = 2a*. 

Se r è il raggio vettore che dal centro del sistema va al nuovo punto (a aa), 
si ha, 2a* = r», onde se r è costante lo sarà altresì la differenza ZH'*-2H* ; dun- 
que : La variazione che subisce la somma dei quadrati delle singole coppie pel 
Irasporto delle forze dal centro del sistema in un punto delFasse bisettore del trie- 
dro dei piani coordinati, è costante per qualunque direzione delle forze parallele. 
ò) La somma dei quadrati delle singole coppie, rispetto a una direzione delle 
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forze parallele e ad un punto , è eguale air analoga somma rispetto alla stessa 
direzione delle forze ma ad un altro punto 0', più il prodotto della somma dei qua. 
ilniti delle forze per Teccesso del quadrato della distanza di 0' dal cenlro del si- 
stema sul quadrato della distanza di dallo stesso centro del sistema. La somma 
dei quadrati delle singole coppie rispetto al centro del sistema, si può porre anche 
sotto la forma SII* = fc^ SP- e k può chiamarsi il raggio doAla coppiOy per analogìa 
al raggio di girazione. Allora, la somma dei quadrati delle co[»pie rispetto al punto 
U', situato alla distanza a dal centro del sistema, sarà dato da 

e) Nella ricerca, se vi sieno dei punti tali, che la somma dei quadrati delle 
coppie rispetto a qualunque direzione delle forze sia costante , cioè dei punti tali 
per cui gli ellissoidi della coppia, riducansi a sfere aventi quegli stessi punti per 
centro, è facile dedurre per analogia ai momenti d'inerzia, che il problema è in 
generale impossibile. 

Denotiamo infatti con A, B, C la somma dei quadrati delle singole coppie ri- 
spetto alle tre direzioni principali Ox Oy Oz, passanti per 0. 

Per le relazioni che corrono tra le somme analoghe relative al punto 0' si- 
tuato sopra la direzione Ox, avremo che queste somme rispetto alle stesse dire- 
/.ioni delle forze, ma riferite al punto 0', saranno espresse rispettivamente da 

A , B + 2P*.5« , C + SP«.8S 

e per le condizioni del problema attuale dovrà essere 

A = B + 6«LP* = C4-6*2;P*. 

Dimodoché, essendo date due equazioni a cui deve soddisfare la sola incognita o, 
il problema stesso risulta in generale impossibile. 11 caso di possibilità richiede 
B = C, ed allora 

A = B + 6* 2 P* 
iV onde 



4 



A-B 
2P« ' 



Essendo ora IP* essenzialmente positivo, dev'essere A>B alBnchè 6 sia reale; 
in tale ipotesi, ì punti cercati rispetto a cui l'ellissoide della coppia si riduee ad 
una sfera sono i due punti situati ad egual distanza sulla direzione Ox, dal centro 
del sistema. 

Luglio 1881. 
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PROGRAMMA DI CONCORSO 

PEL PREMIO TENORE 

L'Accademia Poiiianiana propone al concorso pel premio di L. 553,35 il seguente tema: 

Esporre sisleviaticamenle e con metodo uniforme le ricerche conosciute intórno 
alla forma e alla degenerazione delle curve algebriche piane e portare qualche 
utile contribuzione a queslo soggetto. 

1. Il concorso è aperto per tutti gV italiani, esclusi i soli soci residenti del- 
r Accademia Pontaniana. 

2. I lavori che vorranno inviarsi al concorso, dovranno farsi pervenire, franco 
da ogìii vasto, al Signor Giulio Minervini, Segretario generale perpetuo deli' Ac- 
cademia, ger tutto il di 31 maggio deiranno 1886. 11 termine assegnato è di rigore. 

3. Ogni lavoro sarà presentato chiuso e suggellato, con un segno ed un motto 
sul piego. Insieme sarà presentata una scheda chiusa e suggellata, nella quale 
sarà notato il nome e T indirizzo dell'autore, e sarà di fuori lo stesso motto e lo 
stesso segno , che sarà sul piego. Gli autori che in qualunque modo si faranno 
conoscere, non potranno aspirare al premio. 

4. Dopo il giudizio diflìnitivo dell'Accademia, le schede del lavoro premiato e 
di quelli che avranno meritato l'accessi/. , saranno aperte , ed i nomi degli autori 
saranno pubblicati. 

5. Saranno bruciate le schede de'lavrri non approvati, i quali non pertanto 
saranno depositati nell'Archivio dell* Accademia, contrassegnati col proprio motto. 

6. Il lavoro coronato e quelli che avranno ottenuto V accessit, resteranno di pro- 
prietà de* loro autori, i quali potranno pubblicarli per le stampe , sempre che il 
vorranno. Ma se l'Accademia crederà di doverli anch'elsa pubblicare, potrà farlo 
senza che Fautore glielo possa impedire : e l'Accademia ne darà all'autore dugento 
copie gratis. 

Napoli 15 Maggio 188S. 
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SULLE FUNZIONI INTERE TRASCENDENTI 

IsTO T -A. 

n I 

GIULIO VI VANTI. 



Le funzioni intere trascendenti furono in questi ultimi anni Foggetto di molte 
ed interessanti ricerche. La loro analogia colle funzioni razionali intere, per molti 
riguardi meno reale che apparente, indusse i geometri allo studio delle loro pro- 
prietà, e li {^^uidò alla scoperta delie dilTerenze, non poche né di poco conto, ohe 
esistono fra esse ed i polinomi. 

10 mi sono proposto di ricercare quali fia i principali teoremi che hanno luogo 
per le funzioni intere razionali sussistano anche per le funzioni trascendenti ; quali 
tra essi debbano esser modificati, ed in qual modo, finalmente, se fra le stesse 
funzioni trascendenti intere si riscontrino diflerenze di caratteri tali da dar luogo 
ad una classificazione delle funzioni medesime. 

Ho esposto in questo stesso periodico (Voi. XXII) alcuni dei risultati delle mie 
ricerche in un articolo intitolato : Alcuni leoremi sulle funzioni intere. 

11 presente studio ne costituisce in qualche modo una continuazione. 

Esso sarà divìso in 4 paragrafi. Nel primo mi occuperò dell'influenza sulle fun- 
zioni intere delle sostituzioni intere lineari. Oggetto dei due successivi sarà lo studio 
delle proprietà d'una specie particolare di funzioni intere. Finalmente nelFultinao 
paragrafo esporrò alcuni teoremi concernenti i rapporti di posizione che hanno luogo 
tra i posti-zero d'una funzione intera e quelli della sua derivata. 

I. 

1. Teorema. Se a, ,82,... so?io le radici d'una funzione intera ff{z) di genere 
m, le a, + c , a^ + c, ... saj^anno pi^re le radici d'una funzione intera di genere 
ra, purché -e sia finito e contenuto nelVinlerno d'un campo A (*). 



Per campi A intendo i campi definiti nel teorema del § 4 del mio scrìtto Al- 
cuni teoremi sulle funzioni intere^ che indicherò d*ora innanzi semplicemente con Ale. 
teor. Nei primi paragrafi di quello scritto si troveranno spiegati i valori delle varie 
denominazioni e notazioni di cui farò uso nel seguito. 



Digitized by 



Google 



)( 91 )( 

Sia é una quantità positiva piccola quanto si vuole. Siccome la 9(2) è di ge- 
co 1 
nere m, ]a serie 2) è convergente, quindi potrà sempre trovarsi un nu- 

mero k tale che sia 

« 1 

Sia ora R una quantità positiva che soddisfaccia alle due diseguaglianze 

W<R , |c|<R (•) 
Preso un numero i > k tale che sia : 



sarà anche : 






!aal>R , Kl>|c| 






per a > l; quindi : 










ì 


(i- 


C^xmM 



1 « 1 6 



/j_ic|\»^« »=*+' kr* (1--)' 



iw+l • 



00 1 

Adunque la serie 1 ^^^ è convergente. 

00 ] 
Inoltre, per dato, la serie 2 r— r^ è divergente, cioè, preso un numero N 

fc=i la,-| 

grande quanto si vuole, può sempre trovarsi un numero k tale che sia : 

* 1 



Ora 



* 1 ^ 1 



<«! K + cr^:*-! (ia^| + |c|r 



- ^ 1 ( \^i\ V 
■-fM KrV|a,| + H/ 



(*) B dev'essere preso in mede che differisca da \c\ di una quantità finita. 
TOL. xxm. 13 



* « '•' 
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Ma, poiché le a^ sono tutte diverse dra zero, e iu ogni campo finito ne è con- 
tenuto un numero finito, i loro moduli ammetteranno un valore minimo a diverso 
da zero, e si avrà evidentemente per qualunque valore di i 

Ki-hicrar|cr 

Dopo ciò la relazione precedente diviene : 

ì * ( ^ Y V J_ ( ^ Yn 

f=i |a< + c|« ^ Va + \c\) ii, |a,r ^ ^a + l^-K 

Adunque la serie 1 -. rjj è divergente. 

1=1 p< + c| 

Resta cosi dimostrato che le a^-\-c , a^^^c... sono le radici d*una funzione di 
genere m. 

?. Corollario. Il genere d'una funzione intera di prima classe non cambia 
quando si applichi alla variabile una sosliluzione lineare intera (purché il ter- 
mine costante della sostituzione soddisfaccia alle condizioni imposte dal teorema). 
Infatti una tale sostituzione può sempre decomporsi in una additiva Z|=2+p ed in 
una moltiplicatoria Zi=qz. Per quest'ultima la cosa è evidente, per l'altra risulta 
dal teorema (*). 

3. Abbiasi una funzione semplice di {^^enere vi 



, , f, {m z\ k=:\ kaf 



mediante la sostituzione 

js = it H- e 

(in cui e soddisfa alle condizioni del n"* 1) (**) essa si trasforma in una funzione 
di genere m avente le radici a^ - e , a^ — e ... : 

V 

«.(«) = e«<-> x(u) - e«"'> fi (l - j-^) e*=^ "^^K^ (a) 



(*) Col metodo segaìto nei numeri 1 , 2 si potrebbe anóhe dimostrare che me* 
diante una sostitazlone lÌDoaie intera nna funzione di seconda classe si trasforma in 
una pure di seconda classe. 

(**) È da notarsi ette li quantità e di questo numero corrisponde alla quantità 
-e del n^ 1, 
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Ora applicando direttamente la sostituzione alla espressione di ?(z) si otlicnc : 

™ (M+C)* 



,(z) = .K») = £(l-lÌ±-^)e*Ì^ 



quindi : 



e«M = 









fc=iV III - c' 



2: 



iìA !t_ )«»='*(«.-'')' 



È facile verificare che da questa forinola si ottiene per G(iO un polinomio di 
grado non superiore ad m. 

4. Si trae di qui la conseguenza che la trasformala (Vana funzione semplice 
di genere zero è pure %ina funzione semplice (di genere zero). 

?• Supponiamo che la ^(z) sia di genere diverso da zero. Lo stesso potrà dirsi 
della yju). Quindi (siccome, per essere e diverso dalle a,, a,, ... , la x^^O non 

ha alcuna radice nulla) ^^^ si annullerà (Ale. teor. § 3, (/)) per w-0, ossia per 

z = c. Ora dalla (a) si ha : 



da cui per 2 = e : 






^^ = G'(0). 

(p(C) 



Se per e si prende una radice della ff'iz)^ sarà 

G'(0) = 0. 

Adunque in questo caso il coelTieientc della prima potenza di t^ nel polinomio 
G(u) è nullo. E come caso particolare : 

Affinchh la sostituzione z=u+c trasformi una funzione semplice <p(z) di gè 
nere uno in un'altra pure semplice e di genere unOf è lìecessario e sufficiente 
die e soddisfaccia, otirecchè alle condizioni imposte dal teorema del n^ I, anche 
a quella di essere radice della f'(z)- 

6. Data una funzione : 

f(z)=eP^9(:3), 
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in CUI ff(z) è semplice e di genere uno, può sempre trovarsi una quantità e tale 
clic la sostituzione 2=u+c trasformi la ^(2) in una funzione semplice ii(u). Infatti 
SI è trovato: 

9(2) = Ce'^^''^ X(«) (•), 

in cui x(tt) è una funzione semplice, si avrà quindi : 



<P'(C) 

i-i— w . ^ I 

f (2) = i2(it) = CeP^'*^^) e"^^^^ x(w) = C» e^ ^^''^ ' x(t^) 



essendo Cj = Ce^*'. Evidentemente , affinchè ii(w) si riduca alla funzione semplice 
y(iO^ basta che e soddisfaccia alla relazione: 

?(c) 

cp'(jz) 
Ma la — -- prende ogni valore in infiniti punti del piano, quindi vi sarà una 

inlinità di punti e in cui essa prende il valore -- p. 

11 nostro problema ha adunque un^infinità di soluzioni. 

7. Reciprocamente, data una funzione semplice di genere uno, si può sempre 
oUonerc da essa, mediante una conveniente sostituzione 2=u+c, una funzione avente 
un dato fattore esponenziale e^^ 

li. n 

8. Vogliamo ora considerare certe funzioni intere di prima classe che sono 
alfjuanto più generali delle funzioni semplici. Esse sono caratterizzate da ciò, che 
Tesponente G(jz) del fattore esponenziale è un polinomio di grado eguale od infe- 



(*) Invece de^ termine costante del polinomio esponente si è introdotto un fat- 
tore costante C. 

(••) (Maggio 1885). In relazione alla Rettifica pubblicata alla fine del Voi. XXII 
di questo Giornale devo far osservare quanto segue : 

1^ I teoremi II, IV, V, VII del presente paragrafo devono ritenersi rigoro- 
samente dimostrati solo nel caso che gli argomenti delle radici della funzione consi- 
derata formano un gruppo di numeri di primo genere ; 

2** Nel teorema VI bisogna supporre che non solo le radici della funzione con- 
siderata, ma anche quelle della sua funzione integrale godano di tale proprietà. 

3® Gli altri teoremi del presente paragrafo non hanno d'uopo di alcuna re- 
strizione. 
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riore al genere della funzione. Per brevità diremo le funzioni cosi definite fun- 
zioni t ; la loro forma generale è ; 

r (z) 
nz)^e ^^^^cfiz), (6) 

in cui <f{z) è una funziono semplice di genere m , r^(s) è un polinomio di gra- 
do <m. 

9. Teoreha I. Una soalituzione lineare intera trasforma una funzione * d 
gmere m in un* altra funzione * dello stesso genere. 



Sia la funzione data 



n«) = e'^^^^(z), 



e sia x(u) la sua trasformata. Si è dimostrato (n^ 3) che una sostituzione 

js = au + e 
(m cui e soddisfa alle solite condizioni) trasforma la ^{z) in una : 

dorè f(u) è semplice e di genere m, 6(u^ è un polinomio di grado < m. Si avrà 
quindi : 

X(u) = e ' ii{u) = e ' x(u) . 

e il t^^oriMna resta cosi dimostrato, perchè 

v{au + e) H- G(u) 

^ un polinomio di grado < m. 

10. T£ORi:»i IK Se z cresce indefinitamenle rimanendo entro un campo A 
il rapporto 

+(2) 2"* 

(in cui f(z) è una funzione * di genere di) decresce in efinilamenle e il rapporto 
crescù indefi^nilamenic^ 
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Dalla (6) si ha : 

t'U) _r'{z) <f'(z) 
♦(z)z"'~ 2"* <tiz)z"'' 

= T'iz) 

Ora r'(2) è di grado < m-l, quindi ai crescere di z ii rapporto -^r tende 
a zero. Lo stesso può dirsi (Ale. teor. § 8) del rapporto - J^^^^ . Ne segue che ten- 
de a zero anche 



Dalla (6) si ha anche ; 



^'{z) _^ Vizi _^)_ 



Ora -~-^ tende verso un limite finito o nullo, e /, ^ , cresce indefinila- 
mente (•), quindi lo stesso avverrà di , ^ , 

11. Teorena III. Se x(z) è u)ia fuìizlonc intera, e ai crescere indofinUameiile 

(/i z -7--^ /ende a zero menlre /• ■ ^^, cresce indefinUamcnlc , la yjz) è uu<t 

fuììzione * di genere m. 

Questo teorema venne dimostrato, benché solo in parte, dal Laguerrc (••). 
Sarebbe facile completare la dimostrazione. 

12. Teorema IV. La derivala d'una funzione t di genere m è pure una fun- 
zione i^ di genere m. 

Dalla (b) si ha : 

r\z) = e^^"^^ |[r"(z) f v'\z)] ?(z) + 2r'(2) 9'(2) 4- 9"(2)1 ; 



(*) Conservando le notazioni adottate nel § 19 dello scritto più volte cituto si ha: 



Al oiesceie di il primo termine del secondo membro tende verso un limite fi- 
nito nullo (secondochè m >0), il secondo cresce indefinitamente (1. e); quindi cre> 

(D'(0) 

sce indefinitamente anche ■ ; ,„ , . 

(**) Comptes Rendus dcs Séances de TAcadémie de Paris T. XCIV, p. 635. 
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quindi (omettendo per brevità gli argomenti delle varie funzioni) 



Al crescere indefinitamente di z nel modo solito, -~-ni tende a zero (Ale. teor. 

§ 19), e così -^ , — ^„,^ ; tende pure a zero -->- perchè ■ ^, - cresce indefl- 

r' 
nitamentc (V. nota al n« 10); ^^^j::^ ammette un limite finito nullo. Quindi 

r' 

77^ tende a zero. 

Moltiplicando per z il numeratore della frazione, al crescere di z i primi due 
termini tendono verso limiti finiti nulli mentre rultirao cresce indefinitamente ; 

quindi cresce indefinitamente anche ^_^ . 

» z 

Adunque (n® 1 1) la ^\z) è una funzione f di genere m. 

13. Teoreha V. Tulle le derivale d'una funzione * di r/enerc m sono funzioni 
t dì genere m (•). 

Questo teorema è una conseguenza immediata del precedente. 

14. Teoreha vi. Ogni funzione * di genere m è la derivata d'una funzione 
* dello slesso genero» 

Poiché, come è noto, Tintegrale d*una funzione intera è una funzione intera, 
noi potremo considerare i(zj come la derivata d'una funzione intera : 

X(s) = cGW9(^), 
cioè porre 

*(2) = X'(2). 



(*) Il Laguerre è giunto recentemente (Comptes-Readas 1884 1^ sem. p. 79), 
per nna via del tatto diversa da quella da nói seguita, alla dimostrazione del teore- 
mft V, ma solo nel caso in cui la f(z) non abbia alcuna radice nalla ed abbia un 
numero limitato di radici complesse. 
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i qui si ha : 


G" + G'» 9 2G' 9" 
X" ♦• z" v' ' z» ' 9'z" 




9 



Noi dobbiamo dimostrare che , se al crescere di z nel solito modo T-jk ^^' 

cresce indefiaitamente e ^_^ cresce indefinitamente (condizioni queste neccssa- 

rie e sufficienti (numeri 10, i 1) affinchè la ^(z) sia una funzione * di genere m), 

la funzione G{z) è un polinomio di grado < m , e la funzione semplice 9(r.) è di 
genere m. 

Supponiamo dapprima, per non complicare troppo la dimostrazione, che (x(z) 
sia un polinomio e <f{z) una funzione di prima classe ; indicheremo con n il grado 
di quello, con r il genere di questa. 

Porremo per brevità 

2»-!-* ' ^""^ ' <f'z''^^' 

Secondo le ipotesi fatte, al crescere di z , a si manterrà finito , X e [i decresce- 
ranno indefinitamente. Iz e [kz cresceranno oltre ogni limite. 
Colle nuove notazioni abbiamo : 

E qui distingueremo due casi 
P n > r + 1 . Poniamo : 

n = r-{' 1 + 

essendo o un numero intero positivo o nullo ; avremo : 

Al crescere indefinitamente di ;: nel modo stabilito , questa quantità tende 
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verso js'*-«+^ ; quindi , affinchè — ^r decresca indefinitamente e — ^r-i cresca inde- 
finitamente dev'essere: 

r — m + o<0 , r — m-fo+l>0, 

condizioni incompatibili (essendo r, m, a numeri interi). Adunque non può essere 

n>^r -{■ I . 
IP n < r + 1 . Poniamo . 

71 = r + 1 - o , 

essendo o intero e positivo ; avremo : 



*' Vz»»-» 


^"Vxz'»^ 


^-•^ 




♦z" 


è-* 




" 'A 



Al crescere indefinitamente di ;: nel modo stabilito, —^ tende versolimjJLjs''"*, 
qf verso limjjz''"'"'**"; quindi, affinchè sieno soddisfatte le condizioni imposteci, 



+2^ 

dev* essere 

lim pijs'-'" = , lim v.z^'^^^ = oo . 

Ha, come si disse sopra, abbiamo : 

Iìm[jL = , lira;j2 = oo; 

quindi dev' essere r = m. E dalla relazione n < r + 1 si ha n Km-^-i, ossia : 

Le relazioni trovate : 

f = m , ?i< m 

ci dicono che ?U) è di genere m, e che G{z) è un polinomio di grado ~ wi. 

Abbiamo supposto che la funzione (f(z) sia di prima classe e che G(sc) sia un 
polinomio. Per togliere queste restrizioni e rendere cosi la nostra dimostrazione 
affatto generale, basta osservare che essa vale anche se sin dal principio si fosse 

VCL. XXIU. U 
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supposto che i numeri r , ?i potessero prendere anche valori superiori a qualunque 
limite assegnabile , nel qual caso la 9(2) sarebbe di seconda classe e G(z) non 
sarebbe più un polinomio ma una funzione trascendente. Del resto sarebbe facile 
dimostrare il teorema direttamente anche partendo da queste ipotesi. 

15. Teoreh.ì vii. Se *,(z) , f j(z) sono due funzioni f (z) di genere m, la loro 
somma : 

X(z)=*,(z) + *,(z) 

è in generale una funzione f di genere m (•). 

Indicherò con A, , A2 , B i campi A relativi alle funzioni f « (2) , f ^(2) » ^(2) » ^ 
dirò G la parte del piano che è comune a tre campi A^ , A^ , B (**). Si ha : 

X' 4>/ + *,' ^ . 



Xz^ (*Fi f ir^)z^ 



facendo per brevità 






AI crescere di z indefinitamente mantenendosi entro un campo G,X, e X^ ten- 
dono a zero ; iJi| e [Xt tendono verso limiti finiti nulli perchè entro il campo C 

^ -f X' 

le quantità -^ , -^ devono differire da - 1 di quantità finite. Quindi =-jj tende a 

zero, opperò (n® H)X(2) è una funzione * di genere < m. 
Si ha poi : 

X' 

^prr = X,2ix, + X,2[i2 ; 

X|Z , X|2 crescono indefinitamente, e [a, , pt, non possono annullarsi insieme; quindi 

X' 
in generale crescerà indefinitamente anche =. ^^^ . Adunque (n* H) la X{z) è ef- 
fettivamente, in generale^ una funzione * di genere m (**•). 



(*) In qualche caso particolare può anche essere di genere inferiore ad m. 
(**) Il contomo del campo C sarà costituito : 

1^ Da una circonferenza di raggio comunque grande purché finito avente il 
centro nell* orìgine delle coordinate, e non passante per alcuno dei posti-zero delle 
*i > *i > X ; 

2^ Di circonferenze di raggio piccolo a piacere ma finito aventi i centri in 

quel posti-zero delle 'i^,^^,X che si trovano neirinterno della prima circonferenza. 

(•••) Evidentemente il reciproco del teorema del n° 15 in generale non è vero. 
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16. Teorema Vili. /{ prodoUo di due funzioni W di genere m è una funzione V 
di genere m. 



V'ha però una decomposizione speciale, e molto importante,, di una funzione V(z) in 
due sommandi, per cui esso sussiste. 

Nella funzione V(z) di genere tn facciasi : 

js = a; -f iy , 
8i avrà : 

'Viz)=.JJ(x,y) + iY{x,y), 

essendo le 11(0?, y) , Y(x , y) funzioni a coefficienti reali. 

Consideriamo y come costante (^ = ii]), e ammettiamo che x possa prendere anche 
valori complessi ; la funzione : 

io(ar) = V(a?4-i)3; = U(a;,)i)+ iV(a;,>;), 

come funzione della variabile complessa a;, potrà riguardarsi come ottenuta dalla HF{z) 
mediante la sostituzione lineare : 

quindi (n® 9; sarà una funzione W di genere m. Sostituendo a ciascun coefficiente di 
i>)(x) la sua quantità coniugata, si verrà a formare un altra funzione : 

0)4(0?) = U(a?,>i)-ìV(a?,>i), 

le cui radici saranno (ale. teor. § 9) coniugate delle radici della (ù{x). La iO|(ar) sarà 
una funzione V di genere m. Ora si ha : 

U(a?,>i) = 2lto(a;) + w,(a;)} 

V(aJ,>l) = 2T}o)(ir)- w,(a;)} ; 

pel teorema del n® 15 si può concludere che le funzioni U(x , yj) , Y{x , )]) sono fun- 
zioni V di genere m. Adunque le n(a; , y) , Y{x , y) , considerate come funzioni della 
variabile complessa x {0 y), per qualunque valor reale costante di y (0 di x) , sono 
fQDzionì V di genere m. 

Pel teorema che dimostreremo nel n^ 16 si può dire inoltre che la funzione : 

U^a? . y) + Y\x , y) 

(funzione-modulo della f{z)) , considerata come funzione della variabile complessa 
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Sìa : 

^,{z) = e'^'^^^ 9,(2) , ^,{z) = e^*^'^ 9,(2) , 



^MUz)=^e^'^'^'^'^'^'\,{z)^,{z); 



ff^<z) 9j(2) è una funzione semplice di genere m (giacché essa ha tutte e soltanto 
le radici delle 9,(2) e quelle della 9^(2) , r^(z) -hV^i^) ^ ^^ polinomio di grado 

< m; quindi il teorema è dimostrato. 

n. I teoremi sopra esposti dimostrano come le funzioni f di uno stesso ge- 
nere formino una vera specie a sé, in quanto esse si riproducono per addizione, 
moltiplicazione, trasformazione lineare intera, derivazione ed integrazione. Non s«arà 
inutile far notare come sieno queste le sole operazioni che non alterano il genere 
d'una funzione intera. 

18. Indicherò ancora una proprietà delle funzioni f . 

Una funzione * di genere m può essere posta sotto la forma tVana funzione 
* di genere m+l, e quindi^ in generale, d'una funzione ^ di genere m-fh, es- 
sendo h qualunque numero intero e ponlivo (*). 

Sia 



m -fc 



essendo r^(z) un polinomio di grado <^ m. Moltiplico i vari fattori del prodotto iu- 

finito per e ' * , e aggumgo esternamente il fattore e ' ' \ 

00 1 V \ 

che è lecito perchè S —^:ir^ è assolutamente convergente); con ciò il valore del 

secondo membro non cangia, e si ha : 



1=1 V a,/ 



e. s. d. d. 



^ (0 y)i per qualunque valor reale costante di y (0 di a;), è una funzione i' di ge- 
nere m ; giacché si ha : 

U^rr,ij) + V*(a;,i,) = j U(a?,>j) + i V(a;,ìj) } [ U(ìp,ij) - i Yix.ri) \ = co(rF) . (o,(a:). 

(•) Naturalmente qui si tratta soltanto d'un cambiamento di forma, - e la * non 
cessa per ciò di essere una funzione di genere m ; giacché il genere è una proprietà 
dipendente unicamente dai valori delle radici. 
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III. 



19. Si è dimostrato (n'' 6) che qualunque funzione * di genere uno può de- 
duTs'i, con una conveniente sostituzione lineare additiva, da una funzione semplice. 
Lo stesso non può dirsi p<r le funzioni t di genere m > I ; ed è facile persua- 
dersene osservando cb& il fattore esponenziale esterno di una tale funzione con- 
tiene m coefficienti , i quali -in generale non possono essere ridotti tutti insieme 
a zero mediante una sostituzione lineare additiva contenente una sola quantità 
arbitraria. 

Per m> 1 adunque le funzioni f che possono dedursi per sostituzioni lineari 

additive da funzioni semplici formano una famiglia a sé; le diremo finizioni (^). 

20. Teorema. Vua funzione * di genere m può in infiniti modi porsi (a parie 

un fallare coslanle) soUo forma della radice m®«'™* del prodotto di m funzioni (t) 

aventi le stesse radici della funzione data (e quindi dello stesso genere di essa). 

Abbiasi la funzione : 

. , A'm+A'V4-...+A<"')w"* , ^ 
f (u) = e X(^*) » 



e Siene 



u = a^ , «2 



\e radici della yOu). Sieno 0^,02, ... , c,^ m quantità da determinarsi, e si suppon- 
gano costruite le funzioni semplici : 



?i(2) 



92(2),..., 9m(2)» 



aventi rispettivamente le radici : 

:3 = aj + e, ,«2 + 0^, ... 
2 = a, + C2 , «2 + ^2 » ••• 

2 = ai + c,„ , «j + c^ , .... 

Applicando a queste funzioni, che saranno (n® 1) di genere m, le sostituzioni 
lineari : 

JS = H + e, , 

JZ = U + C2 , 

2 = ^4- c„,, 
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se ne dedurranno le m funzioni (^i) : 



(*)i(w.) = C, e • * ^ * x(w) 



aventi le radici a| , a,,.-., (le C, ,Ct,..MC„ sono costanti). Moltiplicando fra loro 
le espressioni scrìtte, e facendo per brevità : 

m 

vC| Cj ... C,„ =^ C , 
avremo : 

u I A/+«» 2 A/'+...+tt» 2 A/") 
(♦), (♦), ... (+)„ = C» e *=' *=' '=^ r'iu). 

Dopo ciò Sussisterà l'identità: 

m 

quando le quantità indeterminate C| , c^ , ... , C|,| soddisfacciano alle relazioni : 

mA' = 2; A/ 

A* 

•'"' ) (e). 



Le A/ , A/' , ... , A/**) sono funzioni delle c< ; quindi le m equazioni (e) conten- 
gono le m incognite e, ^c^, ... . o„. Inoltre, essendo le A/^^ funzioni trascendenti 
fratte delle c^ (come sarebbe facile dimostrare), esisteranno infiniti sistemi di va- 
lori C|,C2, ...,Cjn che soddisferanno alle equazioni (e), e. d. d. 

A ciascun sistema di valori e, , c^ , . , , c^ corrisponderà un valore del coefli- 
ciente costante G (astrazion fatta da una radice nv^^^*^ deir unità). 
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IV. 



iì. Nella memoria più volte citata ho dimostrato (§ 14) che, se una funzione 
intera a coeflicienti reali ha più d'una radice reale, fra due radici reali consecu- 
tive di essa è compreso un numero dìspari di radici reali della sua derivata. 

Per le funzioni semplici di prima classe aventi tutte le radici reali ho inoltre 
dimostrato (§ 15) che tra due radici della funzione ve n ha una sola {*) della de- 
rivata ; in altre parole, che per tali funzioni sussiste il teorema di Bolle. 



(*) Qaesto teorema ò vero in tutta la sua genaralità solo per tutte le funzioni 
(semplici e a radici reali) di genere e 1, e per quelle di genere qualunque aventi 
radici nulle. ÀI contrario per le funzioni non aventi radici nulle v'ha luogo a qual- 
che osservazione. 

Sia 9(2) una funzione semplice di genere m > 1 aventi tutte le radici reali e 
diverse da zero ; abbiasi cioè : 



=1 N «i-^ 



derivando si avrà: 



?(«) fc=l «<"*(« -«<)* 

Da questa formola risulta che nelPintervallo X compreso tra Tultima radice negativa 
e la prima positiva della f(2) v'hanno m radici (nnlle) della <f'{z). 

Adunque Tintervallo X dà luogo a considerazioni speciali quando m> 1. 

Queste considerazioni si presenteranno naturalmente riandando il processo seguito 
(I. e.) per giungere alla dimostrazione del teorema di Bolle. Anzitutto si è fatto ve- 
dere che fra 2 radici consecutive della (f{z) esiste sempre un numero dispari di ra- 
dici della <f'(z) ; poscia si è dimostrato che in uno stesso intervallo non può esservi 
più d'una radice diversa da zero della f(\z). Ora neirintervallo X vi sono sempre m 
radici nulle, quindi, se m è dispari, nello stesso intervallo non vi sarà alcun' altra 
radice, se pari, ve ne sarà ancora una. Adunque per l'intervallo X il teorema deve 
essere modificato come segue : 

Nell'intervallo X si trova una nessuna radice diversa da zero della f '(2) secon- 
dochò m è pari o dispari. 

Dopo ciò è facile vedere perchè le funzioni di genere e 1 non facciano ecce- 
zione al teorema generale. Per queste anchQ nell'intervalli^ X v' ha una soia radice 
della derivata ; tale radice ò diversa da zero per le funzioni di genere ed è nulla, 
per quelle di genere 1. 



Digitized by 



Google 



)( 112 )( 

22. È facile vedere che questo teorema ha luogo anche per funzioni più generali. 
Se ad una funzione semplice di genere m a radici reali 9(2) si applica una 

sostituzione: z = u + c, in cui e è reale, si ottiene una funzione X(u) che è una 
funzione (+) di genere m. Ora si ha : 

X'(u) = (p'(z); 

cioè, se 6, ,6j , ... sono le radici della <f\z) , quelle della X'(w) saranno b| - e , 
b^-c, ... Le radici della X'{u) stanno con quelle della X(u) negli stessi rapporti 
di posizione in cui stanno le radici della <p'(2) con quelle della t{{z). E poiché per 
la 9(2) il teorema di Rolle è vero possiamo concludere: 

Il teorema di Rolle è vero anche per tulle le funzioni (*^) che si possono 
dedurre da funzioni semplici a radici reali medianle sosliUaioni lineari reali 
della forma z=u-i-c; cioè per tulle le funzioni (*) a radici e a coefficienti reali, 

23. Non e improbabile che il teorema di Rolle sussista per tutte le funzioni 
* a radici e a coelTicienti reali ; però non mi è stato sino ad ora possibile di giun- 
gere alla dimostrazione di tale asserto. 

Lascerò quindi quest'argomento per passare allo svolgimento d'alcuni principi! 
che si riferiscono alle relazioni di posizione esistenti fra le radici di una funzione 
intera trascendente (sui valori delle quali non si fa alcuni ipotesi particolare) e 
quelle della sua derivata. 

24. Il solo (*) tentativo di estendere il teorema di Rolle alle equazioni algebri- 



(*) (Giugno 1885). Soltanto recentemente venni a conoscenza di alcuni altri la- 
vori riferentisi , più meno direttamente, airestensione del teorema di Rolle alle 
equazioni algebriche aventi radici complesse. Eccone i titoli : 

Glashan-Forws of Bolle* s theorem ^ American Journal of Math. Voi. IV 

(1881) p. 282. 
Yor^Q\x\viun- Geometrische BeJrachtungsn uber algelraiscke Gleìch^Angen. Inau- 

gural-Dissertation, Jena 1882 ; 
Van den Berg- Over het meeikundig verhand tusschen de worteìpunten eener ver- 

gélijking en die van hare afgeleide, Nieuw Archief T. XI (1884) p. 153 ; 
De Boer^ Extension du ihéorème de Rolle. Archives Néerlandaises T. XIX 
(1884) p. 207, e Verslagen en Mededeelmgen der E. Akademie van Weien- 
schappente Amsterdam (II serie) T. XIX (1884) p. 384. 
L'ultimo di questi lavori ha molti punti di contatto colle ricerche esposte nel 
§ IV del presente scritto ; ed è perciò che credo opportuno di accennare ad alcuni 
dei principali teoremi in esso svolti. 

Sia f{z) = X -f tY = Re'^ una funzione algebrica ragionale intera di grado n. Ogn i 
ramo chiuso d'una linea R = cost racchiudente p radici dell' equazione f{z) = rac- 
chiude (p— 1) radici dell'equazione r(z)=^0. Vi sono (n-1) linee 9=cost, ciascuna delle 
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cbù a radici complesse che, per quanto io so, fu fatto sino ad ora, consiste nel 
seguente teorema : 

« Se f(z)=iO è un'equazione algebrica, le radici delle f'(z)=(i stanno nelFin- 
8 terno o sui lati di un poligono convesso costruito in modo che tutte le radici 
6 della /'(z) = o giacciano nel suo interno o sui suoi lati (*) n. 

È chiaro che il teorema enunciato non può in alcun modo estendersi alle fun- 
zioni trascendenti , giacché le radici di queste non possono essere racchiuse in 
alcun contomo finito (**). 



quali in generale congiunge due radici delle f{z)=0; su ciascuna di esse si trova una 
radice della ^'(z)=0. Quando la X=0 non passa per alcuna radice della derivata, su 
ogni suo ramo si trova una radice della f{z)='-0 ; cosi per la Y=0« Ogni linea X=:oost 
(o T=co8t) non passante per alcuna radice della derivata, e costituita quindi di n 
rami separati, divide il piano in (n+1) parti ognuna delle quali contiene tante radici 
della derivata quanti sono i rami che la limitano meno uno. E così via. 

(*) Questo teorema venne dimostrato dal Lucas (Comptes-Bendus, voi. 78 pa- 
gina 271 segg.) mediante considerazioni meccaniche. B^centemente il van den Berg 
(Nieuw Archief voor Wiskunde 1882 pag. 1 e segg.) ne diva una dimostrazione ana- 
loga, e ne dednceva alcune curiose proprietà statiche dei sistemi delle radici d* una 
equazione e della sua derivata C'Usiderati come sistemi di punti materiali. Il Lege- 
beke (Nieuw Archief, 18S1 pag. 79, e Archives Néerlandais-^sT. XVI pag 273 e segg.) 
diede dello stesso teorema una dimostrazione analitica. P.r la storia completa del 
teorema vedasi una Nota del van den B'trg nel Nieuw Archief 1882 pag. 60. 

(**) Un teorema che presenta qualche analogia con quello esposto nel testo è il 
seguente : 

Se le radici a, , a^ , ... di una funzione semplice di genere zero f (2) sono tutte 
contenute entro un angolo avente il vertice nell'origine e i due lati compresi in uno 
dei quattro quadranti formati dagli assi coordinati, nello stesso angolo sono contenute 
tutte le radici (^ ,^2 > ••• ^^^^^ ?'(^)* 

Pongasi Qf^ = OLil + ia/t", e sia 6 = g' + 1^" una radice della <f\z) ; si avrà : 



donde, ponendo per brevità : 

(?'-«,')»+r-«*T=CA. 



si ha : 



= p'Sl-L?^ , = P"2Ì-S^, (1) 

Jfc=l Cjt fc-l Cj^ At=l Ca fc=l ^A 

VOL. XXIIf. 1S 
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Per giungere a qualche risultato dobbiamo seguire una via affatto diversa. 

25. Sia f{z) una funzione intera , cioè uniforme , finita e continua insieme a 
tutte le sue derivate in tutto il piano, eccettuato il punto alFinfluito. 

Posto al solito : 

z = a? + ij/ 
r(^) = D(a;,i/)-htV(ac,2/), 

le U(a; , y) , V(x , y) e tutte le loro derivate rispetto ad oc e ad j/ saranno funzioni 
aventi un valore unico finito e determinato in ogni punto del piano posto a di- 
stanza finita, e continue rispetto a ciascuna delle due variabili. 

26. È noto poi che tra le funzioni (*) U„U2,Y4,V2 ; UipUjj,!!^; Vn,V|2,Vj2. 
hanno luogo le seguenti relazioni : 

U, = V, , V, = -U2; 

UH=Ytt = -U« , V„=-U,2 = -V2.. 

La derivata della f{z) si esprime in funzione delle U^ » U^ » Vf > ^k mediante la 
relazione seguente : 

r(2) = U, + iV, = V2-iU2; 



e quindi 



g; fai gfc 

*=i <^k 

Sapponiamo p. e. che l'angolo che contiene tutte le a^^ sìa compreso nel 1^ qua- 

a./ 
drante: allora le aJ.aJ' saranno positive, e i rapporti -—7 saranno tutti compresi fra due 

limiti positivi I,L. Ora ?^ = ^, donde segue che *^^ K , ossia ^p, è compreso fra 

Ck *=i ^A 

l , L. Inoltre, per le (1), le p' , g" sono positive. Adunque h è compreso entro l'an- 
golo contenente le a^^. 

(•) Se P è una funzione delle variabili x , y, pongo in generale : 
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il suo modulo è: 



|r(2)|=VDt*-f-Y|*=VU,« + V,«. 

27. Indicando con W(a?,2/) la metà del quadrato del modulo di f(z), cioò 
facendo : 



W(a?,y) = iiU«(aj.i/) + Y*(a?,i/)|, 



8i ha ; 



W„ = UU„ + VV„ + U,U, + V J, = U0„ + VV„ = - UV„ + YUh 
Wn = nU„ + VY„ + U,* + Ya«= - UU„ - VY„ + U,* + V,«. 

La W e le sue deriyate sono, come si vede, della stessa natura delle U , Y e 
delle loro derivate. 
28. L'equazione 

W,(a5,i/)=:0 

rappresenta una linea non avente in generale alcun punto doppio, giacché la quantità 

W„(a5 , y) V (te/ 

ha sempre valore unico e determinato (*). 

Cerchiamo le proprietà dei punti di questa linea in relazione ai valori della 
roDzione W(a? , y) nei punti stessi. 

Perciò nella Vf^ix^y) consideriamo y come costante; p. e. facciamo j/ = )]. 
La fiinsione : 

dW(aj,ij) 



(te 



= w,(aj,>i), 



funzione reale della sola variabile reale x avente per campo di variabilità la retta 
y=:)3, sarà finita e continua su tutta questa retta, ed il suo valore in ogni punto 
di essa coinciderà col valore della funzione di due variabili W|(x,2/) nello stesso 
ponto. 



(*) Pei casi di eccezione vedi Nota in fine. 
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Nei punti della retta j/ = >] in cui la W,(a;,Y]) si annulla (punti d' intersesione 
di quella retta colla linea W|(a;,]/) = 0) la W((v,>]) sarà generalmente massima o 
minima. Cioè: 

Nei punti della littea W^(x,y)=0 la funzione W(x,y) ha in generale valore 
massimo o minimo rispetto ai suoi valori nei punii adiacenti nella direzione det- 
rasse delle X ; o, più brevemente : I punti della linea W,(x,y)=0 sono in generale 
per la W(x.y) punii di massimo o di minimo nella direzione x. 

29. Sia A un punto dlntersezione della linea Wf = colla retta j/ = y]; ossia 
un posto-zero della funzione W/oo , r^) della variabile reale x. Supponiamo che la 
prima derivata della W,(a;,Y]) che non si annulla nel punto A sìa d'ordine dispari 
quindi, che la retta )] non sia tangente in A alla W,=0, o che, se Io è, questa curva 
abbia in quel punto un flesso. Allora, preso sulla retta v] un intervallo BC non conte- 
nente, oltre A, alcun altro posto-zero della W,(a;,>j), e indicando con W(Q) il valore 
della funzione W nel punto Q, valore che è sempre positivo, si avrà: 

W(B) > W(A) , e W(C) > W(A) , (d) 

se in A vi ha un minimo, 

W(B)<W(A), e W(C)<W(A) (e) 

se in A vi ha un massimo. 

Supponiamo per esempio che abbia luogo il primo caso. Siccome la W(x.i/), 
anche come funzione di y, è continua, sulle rette a,p,Y condotte rispettivamente 
per A,B,C in direzione parallela all'asse delle y , e dalla stessa parte di esse ri- 
spetto alla >i, si potranno determinare tre tratti eguali AA' , BB' , CC, tali che sia: 

-6<W(A')-W(A)<e 

-6<W(B')-W(B)<e 

-6<W(C')-W(C)<6, 

essendo e una quantità positiva piccola quanto si vuole» I punti A', B', C staranno 
sopra una retta {/ = >] -f S. Dalle diseguaglianze precedenti si ha: 

W(A') < W(A) + 6 
W(B')>W(B)-e 
W(0')>W(C)^6. 
Prendendo la quantità positiva e in modo che soddisfaccia alle due relazioni: 

6<^[W(B)-W(A)] 
e<l[W(C)-W(A)) 
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(il che è possibile in virtù delle (et)), le diseguaglianze precedenti divengono : 

W(AO<|[W(A)+W(B)] 
W(A')<|[W(A) + W(C)] 
W(B'}>^[W(A) + W(B)1 
W(CO>|[W(A) + W(C)] 



quindi si ha : 



W(B') > W(A') , W(C') > W(A'). 



Di qui risulta che nel tratto B'C [della retta j/ = n] + S v* ha certamente un 
minimo, che dirò A'' (*). Se B e G sono vicinissimi ad A, 8 sarà piccolissimo, ed 
A" sarà vicinissimo ad A ; ma sulla retta j/ = )] + 8 non possono - per le suppo- 
sizioni fatte -esservi dei punti vicinissimi per cui sia W, = (**), quindi, oltre A", 
non vi sarà sulla 2/ = >; + 8 alcun altro posto-zero della W| vicinissimo ad A. Segue 
da ciò che il ramo della curva W^ = che passa pel punto A dovrà passare anche 
per A". Possiamo concludere : 

I punii della curva W|(x.y) = 0, in cui la tangenle è parallela alVasse delle 
X senza che la curva abbia in essi un /lesso , dividono i vari rami di essa in 
traiti in ciascuno dei qv^li la funzione W(Xyy) è sempre massima o sempre mi- 
nima rispetto alla direzione x. 

30. Osservando poi che su ciascuna parallela all'asse delle x ì massimi ed i 
minimi devono alternarsi, si può aggiungere che : 

Nei traili successivi in cui è diviso ogni ramo della curva W|=0 la W è al- 
iemaiivameìite massima o minima (*•*); e nei punti di divisione essa non è né 
massima né minima. 

31. Considerando la Unea ^%(fio^y)^0 invece della Wf(a;,y)=0 si giunge, con 
un processo identico a quello seguito per la W, , a risultati analoghi che mi li- 
mito a riassumere. 



(*) Del tutto analoga sarebbe la dimostrazione quando, invece che dalle (d) , si 
partisse dalle (e), 

(^) Affinchè ciò fosse, la W^(x,y) = dovrebbe o avere in A un punto doppio 
od essere tangente in A alla y = y] senza avere in quel punto un flesso. 

(*^^ L'ultimo tratto d'un ramo infinito e il primo del ramo successivo devono 
considerarsi come due tratti consecutivi. 
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/ punii della W^^^O, in cui la langenle è parallela alVasse delle y senza che 
la curva abbia in essi un flesso , dividono i vari rami della curva in traili in 
ciascuno dei quali la W è sempre massima o sempre minima rispetlo alla dire- 
zione y. I rami o Iralli in cui la W è massima, e quelli in cui è mlnimat si 
succedono allernalivamenie , e nei punii di divisione la W non é né massima 
né minima. 

32. Indicherò con M, i tratti della W^t=o in cui la W è massima rispetto alla 
direzione Xj con m^ quelli in cui essa è minima; con Hs,t)^ gli elementi analo- 
ghi della Wj = 0. 

33. Cerchiamo di determinare le proprietà dei punti d'intersezione (W,Wj) {*) 
delle due curve W, = , W, =. 0. Per questi punti si ha : 






(/•) 



Le sole soluzioni reali delle (f) sono : 



, U = i U, = 

(9) e (h) 

(V = (V4 = 0, 

ossia 

(0 m^O e 0) r(2)=0; 

e reciprocamente dalle (g) o dalle (h) (o, ciò che è lo stesso, dalla (i) o dalla 0')) 
seguono necessariamente le (f)- Dunque: 

Il sislema dei punii (W^W,) é cosliluito dal sistema dei posti-zero della f(s) 
e da quello dei posti-zero della f'(z). 

Poiché la W non può prendere valori negativi., i suoi posti-zero (ossia quelli 
della f(z)) potranno trovarsi solo fra i punti {m^m^), 

34. Sieno pi , v le tangenti trigonometriche degli angoli che le tangenti in punti 
qualunque delle Wj = , W^ = fanno coll'asse delle x ; si ha : 

W,, UU,,-ì-YYh + U,^ + V 
^ W,, UV„-YD., 

W« UYn-VUu 






Yediamo quali valori prendano queste espressioni pei punti (WiW,). 



(*) Indico in generale con (oe^) ano dei ponti d'intersezione di due linee a»^. 
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Nei punti del sistema (g) si ha : 

cioè : 

Nei posli-zero della f(z) la curva W^ = ha la tangente parallela alV asse 
della y e la W, = Aa (a tangente parallela alV asse delle x. 

Nei punti del sistema (A) si ha : 

UUH + YVn 

UU,.+VV„ 

quindi : 

jxv = - 1 ; 

cioè: le dite tangenti sono ira loro perpendicolari 

Adunque: In tulli i punti (W,Wj) le curve W| =0, W, = si tagliano orto- 
gonalmente. 

35. I risultati ottenuti si possono riassumere come segue : 

Una funzione intera f(z) determina nel piano della variabile complessa quattro 
sistemi di linee finite o infinite m^ , M| , m, , H^. Le mi , H| si succedono allerna- 
tìvamente congiungendosi le une alle altre ali infinito o in punti a distanza fi- 
nita in cui la tangente è parallela aWasse delle x £e m, , M^ si succedono al- 
ternativamentey congiungendosi le une alle altre all'infinito o in punti a distanza 
finita in cui la tangente è parallela all'asse delle y. Le lince m, , M, tagliano le 
iD| , M, ad angoli retti. I punti (H|Hs) , (Mim^) , (miH,) sono posti-zero della r(z) ; 
i punU' (mim,) sono posti-zero della V(z) o della f(z). Nei posti-zero della f(z) la 
tangente aUa m, è parallela all'asse delle y e la tangente alla m^ è parallela al- 
rosse delle x. 

E finalmente, come analogo del teorema di Bolle: 

Su ciascuna linea m^ e m^ fra due posti-zero consecutivi della f(z) v* ha un 
numero di spari di posti-zero della f(z). 

36. Nel caso particolare che i coefficienti della f{z) sieno tutti reali , la fun- 
zione W(a;,2/) prenderà lo stesso valore nei punti di qualunque retta parallela ai- 
Tasse delle y che sono simmetrici rispetto all'asse delle x ; ne segue che nel punto 
d* intersezione di quella retta coll'asse delle x la W(x,i/) sarà massima o minima 
rispetto alla direzione y. L'asse delle x sarà quindi un ramo della curva W^sO; 
gli altri rami di essa saranno simmetricamente disposti rispetto all'asse delle x e 
non lo taglieranno in alcun punto posto a distanza finita. Ciascun ramo della W|=0 
sarà simmetrico rispetto allo stesso asse. 
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Se Tasse delle x, considerato come ramo della linea Wj=:0, è una linea m,, 
applicando ad esso il teorema del numero' precedente , otteniamo il teorema già 
dimostrato (Ale. teor. § 14): 

Se una funzione inlera a coefficienti reali ha più d'una radice reale, fra due 
radici reali di essa v'ha un numero dispari di ra'ìici reali della sua derivata (*). 

Hanto?a 1 Maggio 1884. 



Nota al n.'' 28. 

Si è detto che la curva 

W,(a),j/) = 

W 

non ha alcun punto doppio perchè rrp ha sempre valore unico e determinato. Ciò 

ò vero in generale. Però può avvenire in casi speciali che le tre equazioni : 

ammettano qualche soluzione comune. A queste soluzioni corrisponderanno altret- 
tanti punti doppi della Wj. 

Vediamo come si dispongano i rami della curva in un punto doppio. 

Indicando con a la tangente trigonometrica delFangolo che la tangente in un 
punto della vv^ fa coirasse delle x, i valori di a per le due tangenti in un punto 
doppio saranno dati dairequazione quadratica : 

W,n a« + 2W4,, a + W^,, = , (a) 

quando nelle funzioni Wf||»W||2,W,2t si pongano per x,y le coordinate del 
punto doppio. 

Ora si ha» come è noto : 

^lU = "" ^421 — ^112 = "" ^221 
Vjii = — V,22 = — U||2 = U222 



(*) Tutto quanto si è detto in questo paragrafo, può estendersi facilmente a tutte 
le funzioni uniformi aventi un numero qualunque di punti singolari isolati, colla sola 
avvertenza che, se una delle curve considerate passa per un punto singolare — ciò 
che avviene sempre pei punti singolari essenziali — essa deve riguardarsi come divisa 
in quel punto in due rami distinti. 
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e: 

W„, = UU„, + VV,„ + 3(U,U„ + V,V„) 

W„, = -Uy„, + YU„,-U,V„+V,U„ \ (6) 

W,„ = - BV,„ + VU,„ - U,V„ + V.U„ = - DU,„ - VV,„ + U,D„ + V,V„ ; 

Per un punto doppio si ha : 

0=W, =UU, +YV, J 

= W„ = UU„ + VV„ + U,» + V,» ! (e) 

= W,. = -UV„+VU„ ) 

Da queste equazioni risulta anzitutto che i punti in cui U=V=0 non possono 
essere punti doppi delia W| giacché per questi punti la seconda delle (e) non può 
sussistere (*). 

Uà sistema di soluzioni, affatto evidente, delle (e) è : 

U, = V,=Uh = Yh = 0; (d) 

in questo caso la f{z) ha nel punto considerato una radice doppia. 
Le (6) divengono allora: 

Wu, = -UV,„ + VUh. (e) 

W„. = -UU,„-^VV,H 1 

Si vede dalle (e) che se, oltre alle (d), è verificata anche la relazione : 

invece che un punto doppio si ha un punto triplo. 

Se, pur sussistendo le (d), le Um , Yn, non sono ambedue nulle, si ha : 

Quindi il prodotto delle radici della (a) ò -1, e per conseguenza i due rami 
di carva sono ortogonali. 



(^) Anche qui , come nella trattazione precedente , supponiamo che la funzione 
f{z) non abbia radici multiple. 

vot. xxui. 16 
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Supponiamo ora che le U, , V, . V^^ , V,| non sieno tutte nulle. Se le U, , V, 
non sono ambedue nulle, lo stesso dovrà avvenire per le U,| , V^ , e reciproca- 
mente ; ciò si deduce senza alcuna difficoltà dalla seconda delle (e). 

Dalle altre due equazioni (e) si ha eliminando U,V (che, come si è dimostrato, 
nei punti doppi non possono esser nulle) : 

U,O„ + V,V,, = 0; (ff) 

ne risulta che non può essere 

giacché , se tale equazione sussistesse , se ne ricaverebbe , tenendo conto anche 
della ig) e delle considerazioni precedenti : 

contrariamente all'ipotesi da cui siamo partiti. 
Dopo ciò le (6) divengono nel nostro caso : 

quindi: se U4,4=Vj4,=0, si ha W|n=W„g=0 , W,,^ ^0, e i due rami della curva 

hanno le tangenti rispettivamente parallele agli assi coordinati, — se le U,,| , \^^^ 
non sono ambedue nulle, si ha: W,f| = — Wi^s; quindi le tangenti ai due rami, 
senza essere in generale parallele agli assi, sono tra loro ortogonali. 

Adunque, se la curva W^^O ha dei punti doppi, i due rami passanti per uno 
qualunque di questi punti si tagliano in esso ad angolo retto. 

Un ragionamento del tutto analogo condurrebbe ad un risultato affatto iden- 
tico per la curva Wj = 0. 

Le considerazioni esposte nei numeri 28 e segg. relativamente ai valori delle 
funzioni f{z) , f\z) sulle curve W, = , Wj = non hanno bisogno di alcuna mo- 
dificazione pel caso in cui queste curve hanno punti doppi ; giacché , come si é 
visto, i rami passanti per tali punti hanno sempre direzioni distinte. 

É quasi superfluo avvertire che tutto ciò che si é detto é applicabile anche 
ai caso particolare trattato al n^ 36. Farò notare soltanto che in questo caso un 
punto doppio della W, può essere costituito dalla intersezione di un ramo curvi- 
lineo di essa coirasse delle x (che nel caso considerato fa parte della linea W^). 
Allora anche il ramo simmetrico passa per lo stesso punto, e - se Tordine di mol- 
tiplicità non é superiore al secondo — i due rami si riducono ad essere la conti- 
nuazione Funo detrai tro. 
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SOPRA L'INTEGRALE 

DELL'EQUAZIONE ALLE DERIVATE PARZIALI DI LAPLACE 

DI 

ALFREDO CAPELLI 



S. I. 
1. Il problema dell'integrazione dell'equazione di Laplace (*) 

dx^^dy^^ 

(che si designa anche più brevemente con A^u=0). entro un campo analitico chiuso 
a due più dimensioni, merita in ispecial modo di essere studiato sotto due punti 
<li vista. In primo luogo si tratta di decidere se, data ad arbitrio la forma del 
luogo analitico (ad n— 1 dimensioni) che delimita il campo C (ad n dimensioni) e 
clie noi chiameremo brevemente il contorno di G, esista una funzione ti delle n 
Tariabili x,y , ... che sia monodroma, finita e continua, insieme colle sue derivate 
in ogni punto {x^y , ...) situato neWinlenio di C e soddisfi ivi all'equazione l^u=0, 
la quale si conservi inoltre, almeno essa, monodroma continua e finita anche al 
contorno ed assuma ivi valori prefissati ad arbitrio (**). 



(*) Le memorie relative a quest'equazione, che ha tantaimportanza in analisi ed 
in fisica-matematica, si trovano specialmente fra i lavori di Oauss, Green, Pois- 
8 OD, Dirichlet etc. e piti recentemente di Riemann, G. Neumann, Betti, 
Beltrami, Bini, Schwarz etc. Come specialmente importanti per lo scopo che 
qui ci prefiggiamo notiamo le memorie dei signori Prym e. Schwarz inserite nei 
Tolnmi 73 e 74 del Gioruale di Grelle e Borchardt. 

(*^) Per la questione analoga in cui si supponessero invece prefissati i valori ai 
eontiM^o di una derivata, vedi Dinì, Sopra V integrazione delV equazione A'm = 0. 
(Aiioali di Mat. Serie II, Voi. V). 
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S* intende da se che questi valori debbono sempre prefissarsi in modo da co- 
stituire una funzione monodroma, continua e finita dei puuti del contorno , senza 
di che sarebbe evidentemente impossibile di soddisfare allultiroa condizione. Rela- 
tivamente a questa questione è stato rigorosamente dimostrato che non può mai 
esistere più di un'unica funzione u che soddisfi a tutte le condizioni imposte (*)• 
Che poi essa esista effettivamente, ciò è stato finora solamente dimostrato per 
forme particolari del contorno, in ispecìe per i casi più semplici di campi sempli- 
cemente e doppiamente connessi quali sarebbero (interpretando le x,t/,... come 
coordinate ortogonali di punti) le arce chiuse da un solo cerchio o da due cerchi 
concentrici, gli spazi chiusi da una sola akvà o da due superficie sferiche concen- 
triche etc. In secondo luogo, ammesso che ad un dato sisto.tna di valori al con- 
torno corrisiionda effettivamente una funzione u che soddisfi a tutte le altre con- 
dizioni imposte, è importante di conoscere in qual modo si comportino al contorno 
le derivate prime e seconde di tale funzione, alle quali, come è ben noto, non si 
può in generale imporre di essere ivi né finite, né continue. In ciò che segue noi 
intendiamo appunto occuparci di tale questione. Per maggiore semplicità ci riferi- 
remo al caso di un campo G a due dimensioni, rappresentabile nel piano delle 
coordinate ortogonali x , y con un*area chiusa da una linea analitica a , giacché 
non avremo a far uso che di procedimenti che si estendono facilmente al caso di 
un maggior numero di dimensioni. Più specialmente poi considereremo il caso di 
un'area circolare serven<)oci della nota espressone di u sotto forma di integrale. 

2. Per meglio far comprendere la natura della questione che qui c'interessa, 
cominceremo dal menzionare alcuni casi più notevoli che si possono presentare 
circa l'esistenza delle prime derivate al contorno ed il loro modo di comportarsi. 
Questo modo di comportarsi può es^scre ben dilTerente a seconda della direzioue 
secondo cui vuoisi considerare la derivata, potendosi p. e. concepire l'esistenza di 
una derivata di u secondo la normale al contorno, in un dato punto P di esso, 
senza che esista una derivata secondo la tangente. 

Poiché per ogni punto P' neWinterao di C esistono per ipotesi le due derivate 

•— - e 3- che sono funzioni finite e continue di a? ed 1/ ; se si fissi una direzione 
dx dy ^ ' 

qualunque 5, esisterà sempre altresì, per noti teoremi, una derivata di u secondo 

tale direzione data dalla formola : 

dove le costanti a e ^ sono i coseni degli angoli che la direzione che si considera 
forma rispettivamente colle direzioni positive degli assi x ed y. Questa formola ci 



(•) Schwarz, mem. cit. § 10. 
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dice che^ Io derifate di u secondo la direzione s è finita e determinata in ogni 
ponto P' situato neirinterno di G e varia con continuità col variare di questo punto,' 

proprio come le due derivate y- e y. 

Ciò premesso, se indichiamo con P' un punto qualunque interno al campo G 
e con P un punto fisso del contorno, si può concepire che il valore numerico di 

^7-, che è finito per ogni punto P' allìMilmenle consideralo^ possa crescere al di 

là dì ogni limite qualora il punto P' si avvicini snfficientemente al punto P, senza 

du . 
coincidere con esso. Innanzi tutto conviene dunque decidere se la funzione ^ si 

mantiene finita oppur no tieirm^orno del punto P, cioè se esista o non esista un 

limite superiore finito R, tale che si abbia in valore numerico ^ < K per tutti i 

punti F giacenti neirintorno di P. Se questa condizione è soddisfatta per ciascuna 

delle due derivate ^ — e 5—, esso lo sarà evidentemente anche per tt— in virtù 
ox oy ^ ds 

della forraola (1). 

Ammesso ora che ciò accada, si fissi una direzione s' uscente dal punto P, 
secondo la quale si immagini che il punto P' si avvicini indefinitamente a P. Quan- 
tunque la funzione ^ si conservi finita e vari con continuità col variare di P' 

luogo la direzione s\ non segue però da ciò che essa debba tendere ad un limite 
determinato col tendere di P' verso il punto P. Se essa però tende ad un limite 
determinato e questo è il medesimo qualunque sia la direzione s' secondo cui si 

fa ravvicinamento a P, allora e soltanto allora si potrà dire che la funzione — 

ds 

si estende fino al punto P del contorno inclusivamente, conservandosi sempre fi- 
nita e continua. Quand*anche però la funzione ^ — avesse una discontinuità nel 

08 

du 
punto P, cioè la quantità -^ non tendesse ad uno stesso limite fisso qualunque 

fosse la direzione s', potrebbe darsi tuttavia che la funzione u ammettesse ancora 
nel punto P una derivata finita e determinata secondo la direzione 8. Giò accadrà 

certamente quando prendendo per s' la stessa direzione s si verifichi che — tende 

ds 

ad un limite fisso, e questo limite fisso sarà allora il valore della derivata di u 
rispetto ad s nello stesso punto P. Di ciò è facile persuadersi basandosi sulla con- 
tinuità di u e sulla formola 



<">p-('*> =/l(^)*' <2) 
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che definisce in tal caso il valore di u nel punto P per mezzo dei valori della fun- 
zione -^ nei punti del suo intorno allinecati nella direzione 8. 

§2. 

3. Qualunque sia la forma della curva o che delimita Tarea C, possiamo im- 
maginare un sistema continuo di curve ciascuna delle quali incontri a ad angola 
retto , quindi un secondo sistema formato dalle linee che incontrano ad angolo 
retto quelle del primo sistema. Per ciò che segue non è necessario che questo dop- 
pio sistema di curve si estenda a tutta Tarea G , ma basterà che copra una por- 
zione finita di C adiacente al contorno, del resto piccolo a piacere» od anche sol- 
tanto una porzione di C adiacente a quel tratto di contorno che specialmente si 
voglia considerare. Introducendo allora in luogo delle coordinate a: , y due coor- 
dinate curvilinee Pi » pi , delle quali la prima si conservi costante lungo una stessa 
curva del secondo sistema, la seconda lungo una stessa curva del primo, i punti 
(?i > Pi) del contorno saranno definiti dairequazione 

Pi=Pi' (3) 

dove p,*^ è il valore costante del parametro Pi che compete alla curva o. Il qua- 
drato deireleraento lineare che unisce il punto (p, , p,) col punto (pi+d?f , pi+dp,) 
sarà dato da 

ds* = dCG^ + dy* = H,* dp,» + H,» dp»* 

dove H, , II, sono due funzioni delle coordinate Pi , Pt > che possiamo ritenere es- 
sere finite, continue e diverse da zero in tutto il campo cui si estendono lo coor- 
dinate compreso il contorno. 

Se ora Tequazione A^u = si trasforma netr equazione equivalente fra le de- 
rivate parziali di u prese rispetto alle nuove coordinate Pi , p2 , si trova per que- 
st'ultima, dopo un noto calcolo: 






(*) 



a»u 



Supponiamo ora che, la derivata seconda -t— ^ sia una funaione di p, , p» che 
si mantiene finita fino al contorno, cioè comunque l'argomento p^ si avvicini al 

valore pi" senza coincidere con esso. Lo stesso accadrà per -x— poiché si ha : 

"fi 
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dove l'integrale resta evidentemeute Anito comunque p, tende a p^® e dove p^^ ^ 
un Talore fisso di p, tale che per tutti i punti della linea coordinata che ha per 

equazione pt = pt® la quantità r — resti finita comunque Taltra coordinata p^ si a?- 

Ticini al Talore p,^. É sempre lecito di ammettere resistenza di una siffatta linea 
senza derogare alla generalità della quistione. A tale scopo basta considerare pel 
momento in luogo deirarea G un'area più piccola C tutta compresa entro G ed il 
cui contorno d coincide col contorno o di G solamente lungo quella porzione fi- 
nita, ma arbitrariamente piccola di o, che si sta considerando e nel rimanente sia 
tutta compresa nelFinterno di G. Immaginando allora il sistema di coordinate p^ p^ 
prolungato neirinterno di G' in modo che l'equazione Pj = ^^ venga a rappresen- 
tare il contorno o' e indicando con (pi^ , ^^) un punto del contorno o' che cade 
neirinterno di G, cioè a distanza finita da o, è chiaro che la linea P2 = P2*^ sod- 
disferà alla condizione sopra considerata poiché coiravvicinarsi indefinitamente di 
h ^ Pi^ » il punto (p, , pt^) si anicinerà indefinitamente al punto fisso (Pi^ , p^®) pel 

quale le quantità (^ — ) ha un valore finito e determinato, giacché ciò ha luogo 

per ipotesi per tutti i punti situati internamente al campo G. 

Ricavando ora dalla (4) l'espressione di -^—^ in funzione delle altre derivate 

parziali si ba: 



dove la parte 
(6) AP- 



*'P*^"" H.^ap^^^Hj &P2 "api"" H,9p, \H«»p«/ 



è evidentemente, dopo quanto si é premesso, una funzione di p| , p, che si con- 
serva finita fino al contorno. 

Se nella (5) teniamo fisso p, ed integriamo rispetto a pi fra un valore fisso 
p/ ed un valore p, che può difierire da p/ di tanto poco quanto si vuole, otte- 
niamo a meno di una costante finita : 

ed anche^ applicando al secondo integrale del secondo membro F integrazione per 
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parti : 




Mi) 



Questa formola ci dice che anche la funzione ^— si mantiene finita fino al con- 

torno, poiché la funzione u e le altre espressioni che figurano nel seconJo membro 

godono, come sappiamo, di questa proprietà. Poiché ora le derivate 5—, 5—. 5—; 

9?i ^Pi ^Pi 
restano finite al contorno, la formola (4) ovvero (S) ci dice cho lo stesso accadrà 

Se la funzione r— ; , oltre a conservarsi finita, è anche continua fino al con- 

9pt* 

torno inclusivamente , si vede come sopra che lo stesso accadrà per r— , quindi 

anche per fipi , p^)* gis^cchò le funzioni H^, Ef^ che entrano nella (S) si conservano 
appunto finite e continue , insieme colle loro prime derivate rispetto a p, e p^ , 
fino al contorno inclusivamente. Allora, poiché anche la funzione u gode di questa 
proprietà , la stessa formola (1) , di cui ci siamo serviti sopra , ci assicura che 

•^— , e quindi anche r— « , si conservano finite e continue fino al contorno inclu- 
^Pi ^Pf 

sivamente, giacché le integrazioni che si fanno nel secondo membro non possono 
togliere evidentemente la continuità delle funzioni sottoposte ai segni integrali. 

Concludiamo dunque che : se la funzione r— ^ si conserva finita al contar ìio 

{ovvero finita e continua fino al contorno inclusivamente), lo stesso accadrà per 

^— e per le altre derivate v- » à-i- 

3p2 "^ 9pl 9pl* 

4. Supponiamo ora invece che si mantenga finita (ovvero finita e continua etc.) 

d^u du 

fino a qualunque prossimità del contorno la derivata ^^ , e quindi anche la ^ — 

Procedendo come sopra si può scrivere : 






S*u , . ^ '^^ VH,/ du 



d^u du 
dove 9(pi , Pj) é una funzione che 8i comporta al contorno come le r— 5 , r— . Si 

considerino ora sul contorno e un punto fisso P| ed un punto qualunque P e si 
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prendano nelFintorno di questi due punti e internamente al campo G altri due 
punti (p4 , P2O e (,p, , Pa) rispettivamente aventi la stessa coordinata pi che può dif- 
ferire da Pi** di tanto poco quanto si vuole. Tenendo fisso nella (8) questo valore 
di p, ed integrando rispetto a p, fra i limiti pj' e Pt , si otterrà analogamente 
alla (7) : 

(9) 

Poicbè il secondo membro di questa formpla resta finito (ovvero finito e con- 
tinuo etc.) comunque p^ si avvicini a p^**, lo stesso accadrà del primo membro. E 
siccome è sempre lecito di ammettere, per la stessa ragione spiegata all'art, pre- 
cedente che esista sul contorno almeno un punto P^ ==. (p,® , pj') tale che la quan- 
tità (ò— ) _ , si mantenga finita e continua nel suo intorno fino al contorno in- 

du 
elusivamente, si vede che it termine r— si manterrà pure finito (ovvero finito e 

^P2 

continuo etc.) comunque il punto (P( , p^) si avvicini al punto P del contorno. E 

nel modo istesso si comporterà allora, in virtù della espressione (8), anche la de- 

9*u ^*u 

rivata seconda ^— ;. Cioè : se la funzione r— ^ si conserva finiia in un punto 

(kl contomo (ovvero finiia e continua fino a quel punto inclusivamente) lo slesso 

accadrà per -r— e per le altre due derivate ^- e ^— ^. 
^Pi 9p2 3p»^ 

5. Se per brevità chiamiamo normale al contorno e parallela al contorno la 
normale al contorno che passa per un punto interno P' e la perpendicolare a que- 
st'ultima condotta per lo stesso punto P\ segue facilmente da quanto si è sopra 
dimostrato che : se la derivata (prima e seconda) della funzione u secondo la di- 
rezione parallela al contorno è una funzione che si conserva finita in un dato punto 
del contorno (ovvero finita e continua fino al contorno inclusivamente) , lo stesso 
accadrà per le derivate prese secondo le direzioni normali al contorno , e reci- 
procamente. 

6. Nel caso in cui Farea C sia quella di un cerchio di raggio R converrà pren- 
dere per Pi , Pi le coordinate polari r , cp riferite al centro del ccrcliio, il cui con- 
tornò sarà cosi definito dairequazione r = B. 

L'equazione trasformata A^a ^ è in tal caso : 

1*0) d?^? d^^W d?^^' 

e le equazioni (1) e (9) prendono forme assai semplici che omettiamo per brevità 

VOI. XAUl. 11 
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non avendo in seguito occasione di servircene. Soltanto osserviamo che dopo quanto 
fa è sopra dimostrato, per accertare che le derivate 5~ ? 0-5 > ®*c. si conservano fi- 
nite in vicinanze di un dato punto del contorno, cioè comunque r si avvicini ad 
R, ovvero che esse si possono estendere fino al contorno inclusivamente restando 
sempre finite e continue, sarà succiente di accertare p. e. che ciò ha luogo per 

dìs, dHi 

--;- e j^. Cominceremo pertanto dallo studio di quest'ultime derivate. 

§3. 

1. Sia f(<f) il valore che la funzione u{ry(f) assume nel punto (R,cp) del con- 
torno, cosicché f{(f) sarà necessariamente una funzione monodroma finita e con- 
tinua di 9 dotata del periodo 2ic. É noto che il valore di u(r,9) in un punto qua- 
lunque (r , <p) interno al cerchio è espresso da 

1 f*^ R*-r2 

(il) ^(''f) = d. ^^^> R»-2Rrcos(^-<p)H-r» ^»' 

onde derivando rispetto a 9 si trova : 

du ^ 1 j^- Rr(R^-^r>)sen(^-9) 

^9 Tti IR' - 2Rrcos(4; - 9) + r»]« "^ ' 

e ciò può anche scriversi cosi : 

^^^^ ^^"""2^/0 ^^*^'^ Ir* ~ 2Rrcos((J/ - 9) + r» ) *^** 

Proponiamoci ora di ricercare in qual modo si comporti questa funzione in 
vicinanza di un certo punto (R,9o) del contorno e cominciamo dalla ipotesi più 
stjtnplioe, cioè che la funzione /'(9) ammetta una prima derivata finita e determi- 
fiata r(9) per ogni valore dell'argomento 9 che si trova nelUntorno del valore 90. 
AHora, senza nuocere alla generalità della questione, potremo ammettere addi- 
rittura che A?) ammetta tale derivata /•'(?) per ogni valore di 9. Supposto infatti 
dm f{(f) ammetta una derivata per tutti i valori di 9 compresi fra 9o-5 e 9o+5 
(love è una quantità positiva che può essere piccolissima ma diversa da zero, 
si può sempre concepire in infiniti modi l'esistenza di una funzione /*i(9) monodroma 
Unita e continua per ogni valore di 9, dotata del periodo 2tc, la quale neir in- 



(•) V. Schwarz e Prym memorie citate. 
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ter?allo da 9© ~ 5 a 90 + ^ coincida con f{(f) ed ammetta una prima derivata per 
tutu i valori di 9, cosicché si potrà scrivere : 

Su I ^^^5 ^ ' ^ • ^ '*^*^' 9iP l R» - 2R r cos ((^ - «p) + r* ) ^' 

dove il secondo integrale , come si vede facilmente con un ragionamento affatto 
simile a quello che impiegheremo fra poco per un integrale analogo, è una fun- 
zione di r e 9 che tende con continuità al valore zero comunque il punto (r , 9) 
si avvicini al punto (R , 9o) del contorno. Resta quindi soltanto a tener conto del 
primo integrale il quale è appunto un integrale della stessa forma (12) con una 
funzione f(^) che ammette una prima derivata per ogni valore di ^. 

In tale ipotesi è lecito evidentemente di applicare al secondo membro della 
(12) r integrazione per parti il che ci dà: 

d^ " 2tc L' W Ri^2Rr cos(4;-9)+r«J 2t^Ì R«-2Rr cos(^-9)+r« * 

ossia poiché /'(2u) = /"(O) : 

d\h 1 /*" R* — f* 

^^'^ à^"2i/o ^'^*^R*--2Rrcos((l;-9) + r«^*' 

Da questa formola segue ora facilmente che*^ è una funzione che si man- 
tiene finita comunque Targomento r si faccia avvicinare al valore U. Infatti poiché 
\\^) è per ipotesi finita per ogni valore di «j^ , se indichiamo con K il massimo 
valore numerico che essa può assumere per tutti i valori di i( compresi fra e 2tc 
ed osserviamo che il fattore che moltiplica /*'[♦) sotto il segno integrale è una 
quantità essenzialmente positiva, troviamo che : 

poiché 

2ic/ „ R* - 2Rr cos((J/ - 9) + r« * 

Esiste dun(|uc pel valore numerico di r— un limite superiore che non può essere 
oltrepassato coIFav vicinare indefinitamente r al valore R. 
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8. Se ora /''((p) è una funzione continua di <p, si potrà applicare nuovamente 
il noto teorema sopra invocato che ci ha permesso di scrivere la (11); cioè che 
il secondo membro della (II) è una funzione monodroma finita e continua entro 
tutto il cerchio , compreso il contorno, che nel punto (R , 9) del contorno assume 
il valore /'(<p). Applicando questo teorema al secondo membro della (13) si vede 

dunque che -w- è una funzione finita e continua in tutto il cerchio, compreso il 

contorno, la quale nel punto (R , <p) del contorno prende appunto il valore /*'(?). 

Se la funzione f'{(p) non è continua per ogni valore delFargomento, ma esiste 

qualche valore % dell'argomento nel cui intorno essa sia continua, cioè p. e. per 

tutti i valori di 9 compresi fra <Po-5 e <Po+8 , allora la funzione ^ si estenderà 

con continuità fino a tutta quella porzione del contorno che è compresa fra i punti 
(R , cpo - 5) ed (R , <Po + 5) Infatti si può sempre concepire l'esistenza di una fun- 
zione f(<p) monodroma finita e continua per ogni valore di ^p e dotata del perìodo 
2ti, la quale ncirintervallo da <Po " ^ ^ 9© + 8 coincida con /"'((p) cosicché si potrà 
scrivere : 



d^^'uL ''^^^R«-2Rrcos(*- 



a«p 211 /o "^^^R«-2Rrcos(<I;-f) +r« 



L fto+2..^ _ (R--r^)d^ 

^^,+5 '*^^^^R*-2Rrcos(^-9) + r* 






ed ora poiché al primo integrale del secondo membro si può applicare lo stesso 
teorema invocato sopra, basterà far vedere che il secondo integrale è una funzione 
di r , y che tende a zero quando il punto (r , <p) tende secondo una direzione qua- 
lunque verso il punto (Po* Ora se K è un limite superiore dei valori numerici che 
può assumere la funzione finita f'{'^) - f^i^) neirintervallo da 9o + S a 'fo + 2tr — 5, 
il massimo valore numerico che può prendere neirintervallo di integrazione la quan- 
tità sotto rintegrale è dato da : 



R«-2Rrcos^ S + r^ 



supposto, come è sempre lecito, che la difTerenza <p — '.po sia in valore assoluto non 
1 



superiore ad ^ S. Ma qualunque sia il valore di r si ha : 



1 = 1 

R*- 2Rrcos^6 + r«> R*sen«-5; • 
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quindi il secondo integrale non può mai superare in valore assoluto la quantità 

t: ' R* 'sen*8' 1 

il cbe dimostra quanto si voleva, poiché questa quantità diventa piccola quanto 
sì vuole col tendere di r, verso il valore R. 

9. Supponiamo ora che /*'(<p) non sia continua neir intorno completo del valore 
f f , ma che sia però continua nel suo intorno a destra e nel suo intorno a sinistra 
considerati separatamente, cioè che r(0 tenda rispettivamente verso due limiti di- 
versi a e p secondochè si fa credere « con continuità dal valore cp^ - S Ano al va- 
lore f o , ovvero lo si fa decrescere dal valore <p^ + 5 fino al valore <Po. Ciò si suol 
esprimere anche brevemente col dire che in <Po ^^ ^ ^"^ discontinuità di prima 

du 
specie. Vedremo che in tal caso ^ tende a limiti differenti a seconda della dire- 
zione secondo cui il punto (r,<f>) si fa avvicinare indefinitamente al punto (R,9o)' 
Questi limiti si calcolano facilmente per mezzo delFartifizio seguente. 

Si immagini una funzione f^(^) che sia monodroma, finita e continua per ogni 
valore di ^ ed ammetta il periodo 2ic , la quale neir intervallo da <Po ~ ^ ^ <P4 
coincide con la funzione r(?) ^ neir intervallo da <fo ^ ?o + S abbia il valore co- 
stante a. Una siffatta funzione può sempre evidentemente concepirsi in infiniti modi . 
Sia poi ftii) una funzione analoga alla precedente, la quale neir Intervallo da (po-S 
a <Po abbia il valore costante ^ e nell* intervallo da «Po a <Po + 6 coincida colla fun- 
zione r(<p)- La formola (13) potrà allora scriversi come segue 

'"' * s j";^"' 1») - «« - '■■'«I H=-2Bl;r-.)^-r- ** 

2ic / ^^ R»-2Rrcos((p~<p)+r* ^* 2k / ^^.jR*-2Rrcos(4^-^)+r« ^' 

Poiché IA(^) + A(^)I ^ una funzione finita e continua per ogni valore di ^, 
il primo integrale del secondo membro è una funzione di r e <p, la quale , per il 
teorema più volte invocato , tende al limite /|(<Po) + A(9o) » ossia al valore a + p , 
quando il punto (r , <p) si avvicina indefinitamente al punto (R , ^o) secondo una 
direzione qualunque. 

QuantQ al secondo integrale si dimostra, assolutamente nello stesso modo te- 
nuto per Fintegrale analogo considerato nell'articolo precedente, che esso tende a 
zero quando (r , <p) si avvicina ad (R , <p) secondo qualsivoglia direzione. 
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Uimangono a considerarsi gli ultimi due integrali. Questi si calcolano facìl 
mente, poiché si ha in generale : 

r R«_r« (R + '-)tg|(<i;-<p) 

/ R»-2Rrcos(^-,) + r» '^^ = ^ ^'' *« R^T 

nude 

2it/^^ R*-^2Hrcos(<l-<p)+r* * 2i:i<p^_3R*-2Rrcos(<j(-<p)+r» * 
= -n*"*gLR37^»2 ("Po+o-T)] + - are tg [j^ tg^ (<p.-<p)J 

Ora, qualunque sia la direzione secondo cui il punto (r,<p) tende verso (P,<Po)» 

ìli quantità 

tenderà a ±00, poiché tg-^S è una quantità fissa, finita e positiva e diversa da 
isero, e quindi 

are tg [^3^ tg ^ (<Po ± 8 - <p)] 
I onderà a ±0- Risalendo dunque alle (a) vediamo che si ha: 

m lim (|^)=^^-f^V •- Hrctg[|irtgi«Po-T)]. 

Supponiamo ora che il punto (r , 9) si avvicini al punto (R , <Po) secondo una 
linea retta, e indichiamo con 0, r<ingolo contato nel senso solito degli angoli 9, 
che tale direzione forma col raggio vettore che dal centro del cerchio va al punì j 
{il , tp^); cosicchè^fra r e cp avrà luogo la relazione : 

R sen 
r = 



sen(6 + 9o-?) 



Sostituendo ciò nelle formole (^), e designando brevemente con lim f r— ) 



'0" ^^<P '' 
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du 
limite di ^ corrispondente alla direzione definita dell'angolo 0, si lia 

,. fdu\ a-i-0 a— P,. . ( sen(0+<Po-?)+senO^ 1 .) 



Ha 



1 1 

sen 2 (?o - <P) 2 (n - <P) + • • • • ^ 

lim n: 7 = lim 



2 coso 



^_^^ sen (6 + <Po - ?) - scn ^_^^ («Po - <?) cos + . . 
onde si conclude 

Per = si ha in particolare : 

,. {du\ a + p fifo - 0) + f'i fo + 0) 

;:^» u;<p=<p. = -2- = — 2 • 

du 
ossia : fi limile a cui tende ^ quando il punto (r,<p) si avvicina indefinitamente 

al punto (B,<Po) lungo la normale al cerchio e la media aritmetica dei due limili 
che 8i ottengono avvicinando (R , <Po) iniigo il contorno , o, che è lo stesso, la media 
dei due valori che f'(<p) prende pel valore 9 = <fo- 

10. Se ora /"(?) è continua ed ammette una prima derivata finita e determi- 
nata f"(9), operando sulla formola (13) nello stesso modo come si è operato sulla 
(1I> si troverà che per ogni punto (r , <p) situato nell'interno del cerchio si ha: 

acp»""?::;^ ^ ^*^R»~2Rrcos((t-cp) + r2^*' 

dopo di che si potrà ragionare su questa espressione assolutamente come si è ra 
gìonato sulla (13). In particolare si concluderà che : se la funzione f(^) ammette 
una derivata prima finita e continua nelVintomo del valore (^o ed una derivata 

seconda finita (ovvero finita ed anche continua), le funzioni g- ^ ^ 8< corwcr- 
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veranno (inUe comunque ti punlo (r . <p) si avvicini ulta pc^rzione di contorno 
circoslanlc al pxmlo (R , <Po). Inoltre la funzione ^ (ovvero rispelUvamenle an 

che g-j) si estenderanno con continuità fino al suddetto pezzo di contorno in- 

elusivamente. 

11. Suppongasi ora che la funzione /"(<p) sia discontinua neir intorno del va- 
lore <po « "^ facciamo alcuna ipotesi circa resistenza di una sua derivata. 

Se poniamo per brevità : 

R*-2Rrcos(4/-cp) + r« = ^ ('^ ' + " ^^ ' 
dalla formola (13; che possiamo scrivere anche: 

si ottiene derivando rispetto a «p : 

d^u 1 d f^"*"^ 

(love con o intendiamo una quantità positiva, che potrà prendersi piccola a pia- 
cere purché diversa da zero, e dove 

lì una quantità che si conserva finita e tende al limite zero quando il punto (r,<p) 
si avvicina indefinitamente, secondo qualsivoglia direzione, ad un dato punto (B,<Po) 
del contorno. 

Infatti, applicando al secondo membro Tintegrazione per parti si può anche 
scrivere : 



= 1 F(r,ò) i A<p-S) - /-(.p+S) 1 + ^1^ nr^^^^ ^ nr,^-^) (/<!' , 
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ossia, poiché l'espressione sotto il segno integrale è ora una funzione continua di tp: 

6(r.T)=4F(r,8) I r(<l-8) - r(T+8) ! + ^r [m) l F(r,<|.-<p)]'^""' 






lu-8 
'9+8 

od anche 

19+8R-8 

'f+8 

va 
doTe si è posto per brevità 



R* + 2Ercos(<^ - <p) + r> = A (4> - <p). 
Poiché ora la quantità 1(4^—^) è sempre superiore ad 

R* - 2R rcosS + r* >■ R* sen* 6 

per tutti i valori di if compresi fra <p+6 e <f+3:c-6, e quest'ultima quantità resta 
sempre diversa da zero di una quantità finita comunque si prenda r vicino ad R, 
si Tede che il fattore che moltiplica (R^-r'} nell* espressione ora trovata si con- 
serra Bnlto col tendere di r al valore R. Si ha dunque : 

lim G(r,^) = 0. 
r=R 

Tutto si riduce dunque allo studio del primo termine deirespressione (14), che 
può anche scriversi : 

'^ = 21 9,r_/'(<P + *)-F(r.*)d* + G(r.,), 
ossia 

dove notiamo espressamente che si sa a priori che il limite indicato col secondo 
membro esiste sempre effettivamente ed è finito e determinato per ogni valore di 
VCL. ixui. 18 
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r inferiore ad fi, quand'anche la funzione f'(<f ) non ammettesse una derivata , cioè 
quand'anche il rapporto incrementale 

non tendesse ad alcun limite Anito e determinato o divenisse infinito per h = 0. 

12. Dalla formola (15) si Tede ora che se esiale un limile superiore H dei 

valori assoluti del rapporto incrementale t^'{^) per tulli i valori di ^ compresi 

Ira 9 - S e <p + S, e per tulli i valori abbaslanza piccoli delVincremenlo h , la 

3*u 
funzione ^ si conserverà finila comunque il punto (r , <p) si avvicini al punto 

(R , <p) del conlomo. 

Infatti, poiché F(r , ^) è una quantità essenzialmente positiva, si ha in valore 
assoluto 

' -6 n ; _5 

ossia (cfr. art. 9) 

T*arctgj|±rtg||T2,tII. 

e quindi anche: 

2it hzdOJ -;5 h 



il che dimostra evidentemente quanto si voleva. 

13. Combinando questi risultati con quelli del § 2 che fanno dipendere il modo 

di comportarsi al contorno delle funzioni ^-, -r-r édì modo di comportarsi delle 

or or* 

7- , Yl t^f oviamo che : se la funzione t{f) ammette u/aa derivata finita (continua 

discontinua) nelVinlomo del valore «Po , tale die il suo rapporto incrementale 

f(q,j-lj)-.f'(o)) 

■ — ^^ ammette un limite superiore finito per tutti i valori di <p compresi 

in tale intomo e per tulli i valori abbastanza piccoli di h, le funzioni : 

dip ' 8<f* ' ar ' ar« 

si conserveranno finite , comunque il punto (r , <p) si avvicini al punto (B , ^o) 
del contomo. Infatti ciò accade, in virtù degli articoli precedenti , per le funzioni 
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à~ ^ à~ì > Quindi il teorema dell'art. 3, in cui si prenda p,=r , h=<)>, ci dice che 

il medesimo avrà luogo anche per le altre derivate. 

14. È importante di notare che la condizione imposta nel teorema deir arti- 
colo precedente al rapporto incrementale 4X4^) ^^^ ^ superflua. Supponiamo in- 
fatti p. e. che la funzione f'(<^) si comporti neirintorno del valore % nel modo 
stesso considerato alFart. 9, cioè che f'{f-\-h) tende a due limiti diiferenti a e ^ 
secondochè Tincremento h si faccia tendere a zero per valori negativi e per va- 
lori positivi, restando del resto finita e continua nell*intervallo da <Po — S a «p^ e 
neir intervallo da <po ^ ?o+S considerati separatamente. In tal caso la condizione 
posta nel teorema precedente non è soddisfiitta poiché il rapporto incrementale 

r{9o + ft) - r(<Po - h) ^ (g - P) + (ft) 
2/1 2ft 

diventa grande quanto si vuole col prendere /i ahbastanza piccolo , poiché a - ^ 
è per supposto una quantità diversa da zero e 0(/i) tende a zero insieme con h. 

Ora noi dimostreremo che la funzione ^ cresce al di là di ogni limite coir av- 
vicinare opportunamente il punto (r , <p) al punto (B , <Po). 
Dalla formola (13) si ha infatti : 

dove G(r , <p) è una funzione di r » «p che tende a zero col tendere del punto (r,^) 
verso il punto (B , (pj. Poiché ora in ciascuno dei due integrali del secondo membro 
la funzione f'(^) è finita e continua nel rispettivo intervallo d'integrazione ed am- 
mette una seconda derivata finita si potrà applicare a ciascuno di essi F integra- 
zione per parti e si avrà: 



-^^=[fmn'A-i)]l]^+[n.i>nT,i-f)]';^ 






y- ^; j 



r(+)F(r,<^-<p)d4/-2KG(r.?) , 



ossia 



(16) -2icg-5 = (a- P).F(r , 9o - ?) + ^(r , ?), 
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dove 

^(r , 9) =/'(9o + S).F(r ,9,-^ + 5) -/'(?, - 5) V{r . ?o - 9 - «) 

è una quantità che resta finita comunque (r , 9) si avvicini ad (R , 90). Se ora po- 
niamo nella (16) 9 = 90 sì ha: 



onde 






dove è da prendersi il segno + ~ socondochè a è minore maggiore di p. 

Di qui si vede che ^-^ prende un valore infinitamente grande quando il punto 

(r,<t>) si avvicina sempre più al punto (R, 9o) secondo la normale al contorno Sup- 
poniamo ora che il punto (r,9) si avvicina sempre più ad (B,9o) secondo la direzione 
che forma col raggio vettore che va dal cerchio al punto (K, 9o) un angolo eguale 
a 6; cosicché si avrà come all'art. 9 : 

Rsen6 
r = 



'sen(& + 9o-9)' 
e quindi: 

p.^ _ V sen«(H9o-9)-sen^0 

^ * ^*» ^^ sen* (6-f9o~9) -2 sen6 sen (O-1-90-9) cos (9o-9)+sen* 6 



e sviluppando secondo le potenze di (90—9) 
F(r,9o-9) = 



2 sen 6 cosfl -f (9^ — 9) -e 



(9o - 9) M + 6' j 

dove E ed e' tendono a zero per 9=90- Allora per tutti i valori di inferiori a 
^, si avrà dalla (16): 

/.nv 1- J/ ^^^^ì senOcosO , ^^ 
(11) 'rÌ(To-9)g^( = ^— (a-P), 
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e quindi ancora : 

§4. 

15. Ci proponiamo ora di verificare e completare i risultati ottenuti nel § pre- 
cedente per j-, operando direttamente sull'espressione analitica di questa deri- 
vata. Dalle forinole (11) si trae, per ogni punto (r,f) interno al cerchio. 

ar ~ 2» / * ar l B» - 2Brco8(4< - y) + r» ) *' 

Ora si verifica facilmente che : 

d_ l B*-r« \ _ 2B»cos((|>-f)+2Br«cos(»-y)-4B«r 

dr { B»-2Rrcos(«|»-<j.)-hr») ~ [B*-2Brcos(<|»-<p)+r*J* 

= _ i. i 2B se n(«^-f) ) 
a? I R* - 2Brcos(4/ - f) + r*) ' 

onde si può scrivere : 

??* = _i. rf(A\l ( 2Bsen((i>-«p) ) 

dr 2it/, '^*^aTlB»-2Brcos(«|»-<p) + r») * 

— L/*V(.r)Ai 2Rsen (J;-y) ) 

2it /, '^^^d^ ( B*-2Rf cos(<|» - «p)-l-r»J^' 

ed integrando per parti, come è lecito nell'ipotesi fatta nel paragrafo precedente 
che f(<f) ammette una prima derivata finita : 

(iA\ ^» • /'*"^,/.x 2Bsen(«j» - «f) 

^'^^ W^-^l, ^ (*> B«-2Brcos(4>-<P) T7« ***• 

16. Se trasformiamo Tintegrale precedente ponendo 

cos (4/-f ) = , 
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e consideriamo che 

2Br 
e 

dO 



f '""^(4,) ;««^"y-'P) - d* = 1 r rC.f 2u+arc cos^) 



«Br 
otteniamo: 

2Rr 2Rr 

od anche 

du 1 i* d6 

(19) àf = 2if / _ J ^'^^ ^ ^^^ ^^' ^) " '^'^^ "" ^""^ ^^^*^ * RmT*- 

^" 2Br 

Poiché ^^ ■ è una quantità positiva superiore alFunità, la differenza -^rr 

si conserverà sempre positiva durante Fintegrazione e si potrà scrivere: 

(20) ^ = 2if i /'(^+»''^ C086)-r(v-arc C086)| y^ log (2^-0) dO, 

onde, integrando per parti, come è lecito neUlpotesi che f{^) sia continua ed 
ammetta la prima derivata 

da 1 r« '^«V"2Rr'*V 

(2i) a? = 2^^ J Ì^'(^+*''^ cosO)+r(<P-'arc cosO)! — ^-^=~^ d«- 

17. Se si trasforma Tintegrale del secondo membro facendo: 
l~6=x*, onde d6 = -2aBdx, 
e si pone per brevità: 

f"(^ + are cos (1 - ac*)) + /"'' (? - are cos(l - a;*) j 



-TC. V2 - X* 



= F(aj), 



Digitized by 



Google 



)( H3 )( 
<:i Ottiene : 

Poiché in questa forinola non devono considerarsi che valori di r minori di R 
la quantità -^^ — è maggiore deirunità, onde si potrà porre: 

dove £ è una quantità positiva che tende a zero quando r si fix tendere ad R. 
Scriveremo pertanto : 

(23) 17 = Jf - F(«J)log(6 + ^)(te, 

ed ora si tratta di vedere come si comporti il secondo membro col tendere di r 
verso R, o, che è lo stesso, coi tendere di £ a zero. 

Evidentemente basta considerare un tratto di integrazione che comprenda il 
valore ac = 0, giacché solo in questo tratto la quantità 

F(a;)Iog(6 + a;») 

può divenire inflnita per e infinitesimo. Considerando dunque p. e. il solo cammino 
compreso fra i — e e 0, si potrà scrivere: 



dove 



?^ = U(r,9) + ;/' F(x)log(6 + a?»)(to, 
U(r,<p)=J r ^P(x)log(6 + x*)da? 



tende al limite finito 



1 fi 

s- / F(a?)logcc*dx 



col tendere di e verso lo zero. Per tutti i valori di x compresi fra ed 1 la quan- 
tità £ + ^*— 'l si conserva ora in valore assoluto minore deirunità , onde si ha : 
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ed integrando la serie termine per termine, il che è lecito essendo essa unifùr- 
memente convergente: 

(24) f7=U(r,<p)+Jj/' F(aj)(6+a?«-l)da?-||' P(aj)(e-ha;«-l)«(te 

'^If F(a?)(6+a;^-l)»cte-...j, 
od anche 

(24) |pr=ll(r,9) + J j/*''F(x)(l-6-a?*)daj + i|* V(aj)(l-£.a;*)(te + ...[. 

Se ora indichiamo con K un limite superiore dei valori di F (x) entro il campo 
di integrazione si ha: 

00 

Mod ?^ "7 ModU(r,<p) + 7 I] ^ f'^* - e - ^)* dx. 



Ora: 



fi-6 1 r(t-e) 

I (l-e-a?*)'"da? = 2 / (l-e-o?)* 



dx 



ed anche, indicando con 6 una quantità positiva diversa da zero che si potrà pren- 
dere piccola a piacere : 

<-!p=/ (l-s-x)"dx+9 / i^, 



ossia 



(l~6-a!*)«daj < 5:^-=^ — IL^_J + ^T < ^-.- + >/ . 

U 2(m+l)v'y 2(m+1)V» 

onde se prendiamo, come è lecito, 



Vm + 1 
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doTe e è una costante positiva abbastanza piccola : 



r(.-s-xrdx<-i=ii+c} 



e prendendo c=-r=:'. 

n/2 



\lm + 1 ^ '^' 






(1 - 6 - a5*r (/a; < 



VmH-l 
Si ha dunque 



(25) Mod p < ModU(r . ?) + '^ '^ '^ 



111 I 

--== + =iH ;=+ . . . f , 

V2 2-VT 3.V4 1 



dove l.a serie che sta nel secondo membro è convergente poiché si ha : 
1 3 1 VT 3 1 



< -—' , , : ( VruV 1 — 'Jrn ) 






onde 

Mof) ^ «-w^ y. , ^/ . , , 111 =^ = 

c)r r ^^^/T V 2 -^ W^^^ V3 



Mod |!L<ModU(r.,)-H3^{{-L _') + (!_ M + ..1 



Cloe 



Mod y < Mod U (r,cp) + -^ . 

Questa diseguai^lianza dimostra intanto che hi funzione-y, resta finita quando 

r si fa tendere ad R. Inoltre poiché la serie che sta nel secondo membro della 
(25) è convergente, lo stesso procedimento che ci ha condotto alla diseguaglianza 
(25) mette in evidenza che la serie della formola (24), da cui siamo partiti, è as- 
solutamente convergente, non solo per i valori di e diversi da zero, ma anche per 
lo stesso valore zero. 

18. Poniamo per brevità : 



—j F{x) (e + X* - ir da? = v^ (e). 



(- 1)^-* ro 
m 

YOL. XXUI. 19 
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Vogliamo dimostrare che la funzione 

(26) V(£)=i;4(£) + V,(6)+V3(6) +... 

tende ad un limite determinato col tendere di e verso zero, e precisamente verso 
la quantità 

Vo = t;,(0) + t;.(0) + t;3(0) + ... 

rappresentata dalla serie convergente menzionata poco fa. Basterà far vedere che, 
data una quantità positiva 6 piccola quanto si vuole purché non nulla , si può 
sempre prendere e abbastanza piccolo senza esser nullo , perchè la differenza 
V(£)-Vo riesca minore di S in valore assoluto e si conservi tale diminuendo ulte- 
riormente e. Ora , indipendentemente dal valore di s, si ha per quanto si è visto 
alFarticolo precedente 

Mod jvn(e) + Vn+,(6) +...(< VT-R 1 / + ^—=, + ...[, 

^ ' (nVH+l (n+ 1) Vn + 2 ) 

iinJe, poiché la serie — =+ — p 4- . . . é convergente si potrà sempre determi- 
Finre n abbastanza grande da avere: 

Mod{v„(e) + v^^,(£)+ . . .ì<^5 

Mod { t;„(0) + v„^4(0) + . . .|<^5. 
onde a fortiori 

i t=« t=oo ) I 

Mod 2: v<(e)- I v<(0) <j=S, 

* <«» i—n } *« 

c questa disuguaglianza si conserverà comunque si diminuisca £. Ma diminuendo 
opportunamente e si può sempre fare in modo che la somma Anita 

Vi (e)4-t;j(6)-h...+t;^(6), 

che è evidentemente una funzione continua di e, differisca da 

Vi(0)+Vt(0)+.... + t;^(0) 

1 

per meno di ^ 8, ed allora si avrà 

Mod j L v<(8) - l v<(0) [ + Mod j S v^Xe) - S v<(0) } < S, 
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ed a maggior ragione : 



Mod j ! Vi (6) - 1 Vi (0) j = Mod | V(e) - V» ! < 8, 



come appunto si ricliiedeva. 
19. Abbiamo dunque 



liin r^ = lim -r U (r. ?) + v, (0) + », (0) + Wj (o) +•• 
f=R «"^ r=R 

= I F(aj)Ioga!»d»+r F(x)(x»-l)dx- ; / " F{x)(x*- 1 )*da;+ 5 f F(x)(aì*-l)'da! - . . 



l'oicliè ia i<erie 



(se* - 1) - s (»* - D* + .t(x» - 1)» - . . . 



riuscirebbe divergente pel valore speciale os = 0, possiamo scrivere. 
v,{0) + v,(0) + . . . =J^ F(a!)(ic* - l)da5- ^j F(a5) (a?» - 1)» da? + . . . 

+ fF{x){a!*-ì)dx-irF{x)(cc*-\)*dx+. . . 

■'e •^ •' e 

-. / F(x) Ioga;» dac 4 f F(a?)(x* - 1) dae - ,y /" F(a!)(aB« - 1)» dx + ... , 

J * ■'e ■^ ■' e 

dove 6 è una quantità positiva diversa da zero piccola quanto si vuole. 
Ora si ha analogamente a quanto si è visto sopra: 

Mod j J° F(x) (x» - t) doB - 1 f F(a) (x* - 1)* da? + . . .} 

<'k j[*(i -a;)dx + ^ j\ì -x)*dx+ . . J^ 
=T^ \ l-(l- e)* , 1-0- e)' . 1-(l- 6)*. i 

<lo\e la serie ncH* ultimo membro ha un valore che tende a zero insieme con e , 
come facilmente si riconosce osservando che essa converge uniformemente rispetto 
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ad s. Si ha dunque: 



lira Mod { I' F(x) (ce* - 1) dee - ,* J"" F{x) (x« - 1)'- cte + . . .} = 0, 

e quindi 

v,(0) + VjCO) + . . . = lìm I ¥(x) ìogx^ dx ^ / F(a5] log oc* dxy 

opperò si conclude che 

da P P f^ 

lim r — :=^\ F(a?) log ^r* dac + / F(oc) log x^da;::^! F(x) Ioga* dx, 

ed anche, eseguendo noli* integrale la trasformazione inversa di quella eseguita 
airart. 11. 

(21) lim l^ = o^^ f ' { r (? + are cos 0) + ["(9 - are cos 0) !g ii^-^ dQ. 
r=R ^^ ^^^^ -t Vi -0* 

20. Così abbiamo dimostrato che, se la funzione f{(^) ammette una prima de- 
rivata continua e finita ed una seconda derivata Qnita (che può anche essere discon- 
tinua), la funzione -r- tende ad un limite finito e determinato quando il punto 

(r, (p) si faccia avvicinare indefinitamente al contorno nella direzione della normale; 
-cosicché in tale ipotesi la funzione integrale u (?•, <?) ammetterà nel punto (R , 9) 
del contorno una derivata finita e determinata secondo la normale al contorno 

stesso (art. 2.). Inoltre è facile di accertare che la funzione -tt- tenderà allo stesso 

limite trovato sopra qualunque sia la direzione secondo cui il punto variabile del- 
rinterno si avvicina al punto (R, 9) del contorno, senza che per ciò sia necessario 
supporre la continuità della seconda derivata f ' (9). A tale oggetto non è neces- 
sario di modificare sostanzialmente la dimostrazione data all'art, precedente ; sol- 
tanto si dovrà accertare che la funzione v„(£) che era continua per tutti i valori 
di r, fino ad R inclusivamente, è anche continua rispetto all'argomento 9 che ora 
deve considerarsi come variabile insieme con r entro dati limiti. In effetto si ha : 

vJ6) = 1:l1>!! r r(9+arc cos(l>x*))^r(9-arc cos(l -a ;*)) (, ^^,^,)« ^^ 



(— 1)**"* r* f "(<p + are cos 0) 4- /""(cp - are cosO) 



^ e(2-e) 



2Tim / e(2-e) yJT^ 



(6-0)«dO 



^ ' W* 4- i r(<P + are cos 0) - / '(9 - are cos 6) 1 (e - 0)« dO , 

' e(i-e) 



^T^m /wt-£^ ^6 
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e quindi anche , considerando che f (cp) è funzione continua ed integrando per 
parti : 

^'«(e) = - ^"^.2um ^ ^'^"^ "^ ^^^ ^^^ ^^^ " ^'^) ■" ^'^*^ ■" ^^^ ^^^ ^'^^ ■" ^*^) ' 
+ ^-^^^ / * i /'(cp + are cos 0) - /"'(^ - are cos 0) j (e - O)*»"* dO , 

'^^ •' e(2-E) 

ed ora è chiaro che il secondo membro è una funzione continua di r e di cp fino 

ai punto (B, <t>) inclusivamente. 

Concludiamo pertanto che: se neWinlerno di un cerio valore 9o la funzione f(9) 

amtneUe una prima derivala finila e conlinua ed una seconda derivala {che può 

du 
essere anche disconlinua) la fuvzione r- /e»((e ad un limile finilo e determinalo 

quando il punto (r, ?) si avvicina indefinilamenle^ secondo qualsivoglia direzione, 
(il punto (B, (po) del contomo. 

21. Supponiamo per ultimo che /'(c|;) non sia continua nelilntorno del valore 
(|/-c, ma che abbia ivi una discontinuità di prima specie, cosicché sia per h positivo: 

lini r (9 — /0 = a- lira /' \(f + h) = p, dove a e p sono due quantità diverse fra loro. 

La formola ('20) delVart. 16 subisce allora una modificazione dovendosi aggiungere 
al secondo membro la quantità: 

1 r /B* + r* M* 

introdotta dalla integrazione per parti, che nell'ipotesi attuale non è più nulla ma 
è uguale ad : 



^*-.)>o.(^-.)- 



2Trr '^ ' ^\ 2Rr 
Sì ha dunque in tal caso : 

^ = 2^.(? - a) loge + - \ _F(^) log(£ ^ a}^)d(V, 

onde, poiché Tintegrale del secondo membro, che ó il medesimo considerato negli 

articoli precedenti, tende ad un limite finito e determinato col tendere di e verso 

du 
levo, si vede che la funzione — diviene m^nzìa per r=R insieme coirespressione. 



P-a . /B* + r» A 
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§ s. 

22. Senza fare ora alcuna ipotesi circa 1' eststenza delle derivate di /'(9) , ci 
proponiamo , come sopra, di ricercare come si comportino le derivate di u (r, 9) 
fjuando il punto (r , 9) si avvicina indefinitamente ad un dato punto (B , 90) del 
contorno. 

Ripetendo per la formola (li) lo stesso ragionamento che è stato fatto all'ar- 
ticolo 11 sopra la formola (13) si potrà scrivere in ogni caso: 

,,0. ^"- r, , ^ y f^ f(cp + tj;-f /l)-/'('f-f ^) R*-r* ,, 

.>8, _.G(r,cp)-.2-hm/_^-_^--^^ , ^_^-—.-—-^ a^ 

(love G(?', 9) è una funzione che tende a zero , quando il punto (r, 9) si avvicina 
secondo una direzione qualunque ad un dato punto (R, 9^) del contorno e dove 
l'integrale del secondo membro, per ?• < R tende ad un limite finito determinato 
per II = 0, quand' anche non si sappia nulla circa l* esistenza di una derivata di 
/■(9) neirintervallo compreso tra 9 — e 9 -f 0; cioè quand'anche il rapporto incre- 
mentale 

non tendesse ad alcun limite divenisse infinito per /i = 0. 

Dalla formola (28) si deduce ora, assolutamente come all'art. 12, che se esiste 
un limile superiore II dei valori assolati del rapporto iìtcremenlale ff^ (^) per tulli 
i valori di ^ compresi fra 9-6694-5 e per tulli i valori abbastanza irieeoli 

delV incremento h , la funzione j- si conserverà finita comunque il punto varia- 
bile si avvicini al punto (R, 9) del contorno; avendosi in valore assòluto : 

2ic/,=:o/.6 /i R»-2Rrcos(4^-<p) +r* 

23. Se esiste un limite superiore H dei valori assoluti del rapporto increnien- 
lale ff^('^) per tutti i valori di f^ e per tutti i valori abbastanza piccoli dell' in- 
cremento /i, si avrà in valore assoluto, comunque si prenda (r,9) nel!' interno del 
circolo : 

du .. 
^9 

In tale ipotesi, in fatti, si potrà prendere nella formola (28) 5 = tc, onde sarà 
identicamente 

G(r,9) = 0, 
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e questa forinola ci darà : 

c'© ?ir Jl^SLr/* *^R2-2Rrcos(c^-cp)4-r2 * "^ 2Tr/ _,R2-2Rrcos(tI;-<p)+r* V 
ossia appunto 

77- < H, 

a? 
come si è asserito. 

24. Consideriamo ora la funzione r-. Dalla forinola fondamentale 

or 

ti(r,<p)=l[*V(t!^).F(r,^-cp)ci4/ 
derivata rispetto ad r si ha , analogamente a quanto si è trovato sopra, 

(30) -5;r = '^0'>^) + 5^-à7/^,/(*)-^(^'*-^)^'*' 

dOTC 

è una funzione di r e di 9 che si conserva Anita e tende ad un limite deter- 
minato quando il punto (r. 9) si avvicina indefinitamente , secondo una direzione 
qualunque, ad un dato punto (II, 90) del contorno. Tutto dunque si riduce, anche 
qui all'esanie del modo di comportarsi del primo termine del secondo membro della 
(30) in prossimità di un dato punto del contorno. Ora si ha : 

(30 






*=0 i_6 

Ma se poniamo inoltre per brevità 

2R sen ^ _^^ 

^^^> R» - 2Rr costi; + r*""^^'*^' 



SI 



ha, come già e stato notato alFart. 15, 



Fr *('-''!') = 4 ^('•'H 
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cosicché se poniamo : 

F(r + fc,») -F(r,(l/) <>(r , (|; ^ fe) ■> <I>(r , ^) . ^,^ 
j^ = ^ + e(r . /t , 4^) , 

la funzione (r, /t, tj;) tenderà a zero insieme con k. Di più e facile riconoscere 
che essa tenderà a zero coUa slessa rapidità per tutti i valori di ^ , cioè che , 
data una quantità positiva s piccola quanto si voglia, si potrà sempre determinare 
k abbastanza piccolo perchè sia in valore numerico 

(83) e (r, h,^)<e 

qualunque sia il valore che si dà all'argomento ^. 
Ciò posto si ha: 



Se ora immaginiamo che la quantità h si avvicini indefinitamente a zero, si ha : 
lim / A^ + 9)-^(r,fc,(J;)d(p = 0. 

ft=o J _s 

Infatti basta osservare che , preso come sopra e piccolo quanto si vuole , si può 
determinare h abbastanza piccolo perchè il valore numerico della funzione sod- 
disfi alla (33) per tutti i valori di ^J;. Allora se K è un limite superiore, che cer- 
tamente esiste poiché f{^) è dappertutto fluita e continua, dei valori che prende 
f{^) per tutti i valori deirargomento, si avrà in valore numerico: 

il che dimostra quanto si è asserito, potendosi prendere s arbitrariamente piccolo. 
La formola (34) ci dà per tal modo : 

onde sostituendo nella (31) e confrontando colla (30): 



t»=.,,„.4„™r„,.«*<-t«r*<L.i.^. 



du 
dr 
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Poiché ora si ha evidentemente : 



lim 



lira /^((p+t|;)-^ ^d* = A? + S).0(r,S), 



si può scrivere : 

—6 

-S+fc -g 



poiché è facile riconoscere che 

rò+h 



-6+& 

Si ha dunque : 






-6 

dove 
(36) r,(r,9) = r(r,?) + l*(r,5)|r(9-S) + /'(9 + 8)i 

è una funzione di r e 9 che tende ad un limite finito e determinato quando il 
punto (r, f ) si avvicina , secondo qualsivoglia direzione , ad un dato punto del 
contorno. 

25. Denotando brevemente con ff^ {^) il rapporto incrementale di /*((}/), si ha 
dunque dalla formola (35) : 



^ = r,(r,9)-2ll>^i /À(n?) Kz_2R,eos(^^y)-fr^ ^»' 



di 
dr 

VOI. xxiii. 50 
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od Jinche, introducendo la quantità £ definita dalla formola (2>) : 

^«^ = r,(r , 9) - -L lin, f U, + *) , ''""^ , d^ 
^Trr ft=o / '^^^ ^ 1 + s - cosi ^ 

-0 



ossìa Dnalmente: 





26. Dalla formola precedente deduciamo ora il seguente teorema: Se por un 
vqIotù di 9 il rapporlo: 

fk (? + +)- 4 (9 - ^) 



noti j^W() crescere al di là di ogni limile^ comunque si impiccolisca k o si faccia 

vuriore à fraOeò, la funzione -^ si conserverà fmila comunque il punlo varia- 

htit' Fi avvicini al punlo (R, cp) del coniamo. 

in effetti nell'ipotesi ammessa esisterà una costante positiva L tale che , per 
UiUi i valori di ó compresi fra e 6 e per valori abbastanza piccoli di h, sia in 
valore numerico 

jj <. Lj , 



ondo si avrà evidentemente : 



^^-scn^j^-dtj; 



J i, ^ ' 1i-£-C0S^^ ^ Jq IfS-COS^^ Jq 1-C0S< 



Uni è fiicile riconoscere che la quantità 

<};sen^^ _ <j/sent}; _ ^ 

1 - così"" Ci • 1 1 "" A ^ I 
^ 2 sen* 2^ tg - ^J^ 

^i conserva finita col tendere di ^ a zero, ed è inferiore a 2 per tutti i valori di 
i compresi fra e t:. Quindi l'integrale sopra considerato è inferiore in valore 
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assoluto della quantità 2. ò. L, onde, poiché k può prendersi piccolo ad arbitrio, 
si avrà anche : 

(38) ji,nr|4(cp+^)-/-,(^-4,)!_^ILÌ_d4,<2.6.L. 

K=o ■' o I -r e — COS4/ 

Questa disuguaglianza dimostra evidentemente quanto si ò asserito. 

27. Se nella formola (30) prendiamo 6 = t: si avrà identicamente r (r, 9) = 
e quindi anche, per la (36), i\(r, 9) = 0. onde la formola (31) diviene: 

cosicché se esiste un limite superiore A dei valori numerici del rapporto 

per tulli i valori di ^ e per tutti i valori abbastanjfa . piccoli di h si avrà come 
sopra : 

e la (39) ci darà in valore assoluto : 

da 
dr 

comunque si prenda r prossimo ad R. 

28. Se supponiamo di nuovo che f{^) ammetta una prima derivata finita /^(c]/) 
per tutti i valori di ^ compresi neirintervallo fra 9 - 3 e 9 + 3, si potrà applicare 
all'integrale della formola (31) l'integrazione per parti, e si avrà anche 

(40) 

+ 2^ iL"?/' i fki9 -H *) - 4'(<P - *5 i log(! 4- e - cos^)d^. 

Per mezzo di questa formola possiamo ora verificare direttamente quanto si era 
già per via indiretta dimostrato all'art. 12, cioè che: se il rapporto incrementale 
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fk (^) si conserva finito per tutti i valori di (t compresi fra 9 - 6 e 9 + 8 e per 

tutti i valori abbastanza piccoli di h^ la funzione ^ si conserverà finita comunque 

il punto variabile si avvicini al punto (R, 9) del contorno. Infatti , perchè ciò sia 
dimostrato basta accertare che l'integrale nel secondo membro della (40) resta 
finito comunque si faccia tendere e verso lo zero. Poiché ora esiste per ipotesi una 
quantità positiva H, tale che per tutti i valori di ^j^ compresi fra9-8e9 + 5e 
por valori arbitrariamente piccoli di k si abbia in valore assoluto f^ {^) < H, , si 
avrà altresì 

i l4'(9+4^)-/&'(9-*)llog(l+e-cos4^)d^^<2H|/ log(l+6-cos4^)d4^<2H,/ Iog(l-cos4^)d4/, 
'ti j j 

G quindi anche, poiché questa disuguaglianza sussiste comunque si impiccolisca k: 
lim / { /5t'(9 + 4^) - 4'(9 - tt) 1 log (1 + 6 - cos^)d^ < 20, / log (1 - eos^)d^, 

il che dimostra quanto si voleva, poiché Tintegrale 

log(! -cos(|;)d^^ 



r 



ba un valore finito come facilmente può riconoscersi. 

29. Si può anche ragionare direttamente suirintegrale della formola (37) come 
s{3gue. Se f{^), e quindi anche /)t (ip), ammette una derivata ordinaria (destra e 
sinistra al tempo stesso) per tutti i valori di ^j^ compresi fra 9© - 8 e 9o + 5, si 
ha per un noto teorema (*): 

-^- --AaV y —^ -Aa(«-^,), 

ilove 0^ e 0.^ sono valori compresi fra 9 - 6 e 9 -f 6. Quindi : 

^ = ^ + —^ fk^Hì-^fki^^^)^ 



onde io valore assoluto 



<2-H, , 



(*) Cfr. Dini. Fondamenti per la teorica delle funeioni di variabili reali. (Pi- 
sa 1878) pag. 71. Come pure: Genocchi: Calcolo different^ale pubblicato con 
aggiunte da 0. Peano (Torino 1884) pag. 43. 
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epperò : 

e siccome (art. 26) : 

/ r^ '^d^<ì -r- — --^d*<28, 

y o 1 t- 6 - COS4/ ^ 'o^-cos^l^ ^ 

e d*altra parte la diseguaglianza precedente sussiste comunque si diminuisca k, si 
conclude 

lim/V,(, + .p)-4(9-*)lj:;:^^#<4.6.H., 

come appunto si voleva. 

30. Non riputiamo inutile far rilevare che i risultati ora ottenuti non sono in 
contraddizione , come potrebbe parere a primo aspetto , con quanto si è trovato 
all'art. 21, dove si è visto che per qualche discontinuità di f'{^), benché di natura 
assai semplice, si può avere : 

,. du 

lim -^- = 00 . 

r=R dr 

La discontinuità ivi considerata consisteva infatti in un'unica discontinuità di 
prima specie. Ora in tale ipotesi il rapporto incrementale ff/ (^) non ammette , 
come, è ben noto, un limite superiore finito quale si è supposto nei due numeri 
precedenti. 

Palermo Dicembre 1884. 
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SUGL'INTEGRALI DELLE EQUAZIONI DEL MOTO DI UN PUNTO MATERIALE 



n^TO T ^ 



l>KL DOTTOK 



GIOVANNI PENNACCHIETTI 



1. Supponiamo che un punto materiale, la cui massa prenderemo uguale all'u- 
nità^ sia sollecitato da una forza di direzione costante. Se a, h, e sono tre quantitil 
cgstniili proporzionali ai coseni che questa direzione forma cjn tre assi ortogonali, 
e se X, Y, Z sono le componenti della forza rispetto agli assi, si avrà: 



(1) 











X 

a 


Y Z 

b ~ e 


11 


sistema delle 


equazioni del moto : 










= X 


ì 


di* ~ 


amoiettc allora gFintegrali 


: 












bx- 


-ay 


= -r' + Yi 








cy- 


-bz 


-cU + a, 



d^ 
di'- 



=.Z 



ri) 



riiive a, Yt «ijTh denotano quattro costanti arbitrarie. Laonde quattro de* sei inte 
^r^kli primi del medesimo sistema sono : 



cy' - hz' = a, . 
« (2/2' - y*z) + 6 {zx' - z'x) 4- e (asy' - x'y) = z , 
bx - ay 



(3) 



bx' — ay' 



7 = « + 6, , 
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avendo posto per brevità 



«^35 _ , dy 

di ' di 


= y' 


. 1=- 


«Ti - «iTf , 
b 


» 


^•- 



Eliminando { dalle (2) e indicando con ^ una costante tale che si abbia : 

aa + 6p + C7 = (4) 

si trova : 

ax + Py + ^z = e , 

da cui si deduce che quando le forze soddisfano alle relazioni (I) , la traiettoria 
del punto è piana. 

A motivo della relazione (4) fra le costanti a, p, -y si ha , come conseguenza 
dei due integrali (3) : 

az' -cx' = ^ (S) 

2. Siano 0?,, y,, 2, e x^, y^y ^2 rispettivamente le coordinate di due punti M, M' 
qualunque dello spazio. S'immaginino le parallele MII , M'H' condotte per i punti 
31, 31' secondo la direzione data. Le proiezioni ortogonali di MM' , M'H' sui piani 
xz, yz avranno rispettivamente per equazioni : 

{z^ - Zj) ae + (yj - y,) 2 -f y, ^2 - 2, y,, = 0, 

cy - 62 + hz2 - cy2 = 0, 

e chiamando co Tangolo di queste proiezioni, si ha: 

V(y4-2/«)'+U.~^2r'V62 + c* 
Se P e P' sono rispettivamente le proiezioni di M e M' sul piano yz, si avrà: 



Se s'indica con o^ la distanza delle proiezioni delle rette MH , M'H' sul piano 
yz . sì ha : 

S, = PP' sento 
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8 ^ (l/«-l/i)c-i-(gt-g >)b 



Vò» + e* 



Similmente si avrebbe: 



ve* + a* 

Va* + 6* 

avendo indicato con Sj e Sj le distanze delle proiezioni delle rette MH, M'ir su 
jiìani xz e xy rispettivamente. 

Le ultime tre uguaglianze moltiplicate rispettivamente per 



V6*+c* ' Vc* + a* ' Va* + 6*' 
e poi sommate danno : 



a V6* + e* 8, + 6 Ve* + a* 8, 4- e V^^* + b* 83 = 0. (6); 

II. Se i due punti considerati M,]r sono due punti infinitamente vicini della 
traiettoria, Tuno di coordinate x,y,z, l'altro di coordinate oj+doc, y+dy, 2+(/s, 
le formule precedenti che danno i valori di 8,, 8,, 83, divengono: 

^ cdy — hùz 
6| = ■ , . • . 

V6* + e* 

^ adz — i^dx 

^ _ bdx — ady 

O5 — > • • 

Va* + 6* 

e fra questi valori sussisterà Tidentità (6). 
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Derivando le (7) rapporto a ( si ha : 

dS^ _ cy' - bz' 
do, _ fcac' - ay' 



ossia a causa delle (3) e (5): 



d6| _^ a 
d8j_ P__ 



1^* Va* + 6* 

Integrando queste equazioni e supponendo che le distanze Sf, S,, 83 siano con- 
tate col tempo, si ha: 

8, = C|t , 82 = M , 8s = c,r, (8) 

dove r,, r«, e^ sono tre costanti, le quali in virtù della (G) soddisfano alla relazione 
seguente : 



aci Vft* + e* + oc, Ve* + tt* + ce, VàM-6* = 0. (9) 

Si osserva che, se due delle quantità 0|^ , S^ * ^s sono proporzionali al tempo, 
anche la terza è proporzionale al tempo. Infatti supposto che abbiano luogo p. e. 
le prime due delle (8), in virtù della identità (6) si ha: 



^ ac, Vb* + e* + oc. Ve* 4- a* , 

c Va* + 6* 



la quale, ponendo : 

ac^ Vfe* + e* + bcx Ve* + g* _ 



Cs 



e Va* + 6* 
VOL. zzui. 21 
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dove c^ è una nuova costante, diviene : 



Uj, I 



4, Se con 5 si rappresenta la distanza delle rette condotte per M e M' se- 
condo la direzione data, e se si osserva che la somma dei quadrati delle proie- 
zioni oilogonali di un segmento sopra i tre piani coordinati ortogonali è uguale 
al doppio del quadrato del segmento stesso, si ottiene: 



8.V/^ 



5,* + 5»* + 5,» 

ossìa per lo (8): 



; = i \I^jL±£l±^ 



2 

cioè aneliO 5 è proporzionale al tempo. ^ 

Essendo 8 proporzionale al tempo, è pure proporzionale al tempo la proiezione 
dì ù m una retta qualunque o su un piano qualunque. Se l, m, n e /,, iiìt, n^ sono 
I coseni che una retta qualunque o la perpendicolare ad un piano qualunque for- 
mano rispettivamente cogli assi, le proiezioni di 5 su quella retta e su quel piano 
sùiio date rispettivamente dalle espressioni : 

(X -f- mu. + nv 

-, X8. 

lidie quuli le quantità X, jjl, v, di cui basta conoscere i rapporti di due alla terza, 
sono pioforzionali ai coseni degli angoli che la retta 6 forma cogli assi. Per la 
dctcniiìniaione di questi rapporti, si hanno, come facilmente si dimostra, le due 

equazioni : 

aX + 6pi + e V = , 

aX + PiiH- 7v = 0. 

S. Ileciprocamente se un punto si muove in modo, che le distanze delle proie- 
lÀouì snpni due piani coordinati (e per conseguenza sul terzo) delle rette condotte 
j^econdo una direzione data dalle successive posizioni del punto stesso sono (con- 
tate il partire da 1 = 0) proporzionali al tempo, la linea d'azione della forza avrà 
la direzione costante data. 
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Infatti siano date p. e. le quantità 8, e 63 proporzionali al tempo, sicché si 
abbiano le relazioni 

5, = e, ( , §3 = C3 1 , 

dove e, e c^ sono costanti. 

Denotiamo con a, ^, e quantità proporzionali ai coseni degli angoli che la dire- 
zione data forma cogli assi. 

Derivando quest*ultime due equazioni rapporto a t, si hanno le equazioni: 

le quali, in virtù delle (1), indicando con a e 7 due costanti tali che sia 



e, Vò^ + e* = a , 
C3 Va^ -f 6* = Y , 



divengono : 



dy ^ dz 
dt di 

, (ix dy 

Da questi due integrali primi del moto si traggono come conseguenze le (I), onde 
la direzione della forza è costante ed uguale alla direzione data. 

6, Riassumendo ciò che preceJe si conclude : 

a Se un punto è sollecitato da una forza di costante direzione , esso durante 
s il movimento si troverà sempre in un medesimo piano. Saranno poi proporzio- 
s nali al tempo: 1^ le distanze (contate col tempo) delle proiezioni sopra i piaEii 
t coordinati delle successive linee d'azione della forza, che corrispondono alle suc- 
T cessive posizioni del punto mobile ; 2'* le distanze delle medesime linee fra loro 
'< e le proiezioni di queste distanze sopra un piano un asse qualunque. 

« Reciprocamente, se le distanze delle rette, condotte secondo una direziono 
s fissa dalle successive posizioni del punto mobile, si immaginano proieUciLe sopra 
f i tre piani coordinati, e se due di queste proiezioni, e per conseguenza la terza, 
a contate a partire da / =:^ 0, sono proporzionali al tempo, la traiettoria del punto 
'^ è piana, e la forza conserva sempre quella direzione 0. 

Questo principio si può in qualche maniera riguardare come 1* estensione del 
principio delle aree al caso in cui il centro fisso, per cui passa la dircEJone detlH 
forza, sia situato a distanza infinita. 
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7. II teorema esposto (n'' 6) è un caso particolare del seguente che ho dato 
in un mio lavoro l*) : 

(( Qualunque sistema di quattro iniegrali funzioni anche del tempo comuni 
« a più problemi relativi al molo di un punto nello spazio, sotto Vazione di forze 
« funzioni delle sole coordinate, può dedursi immediatamente dai quattro integrali 
(( de{Ie equazioni del moto di un punto nel piano sotto Vazione di forze pure f un- 
ii zioni delle sole coordinate. Basta sostituire alle coordinate ri, C del punto nel 
« piano e alle loro derivate rapporto al tempo *j', J' rispettivamente le quantità 

ax-\rby , ax-k-cz , aa?'H-5t/' , axf^-cz', 

« Se 9 (13, C), if (>j, C) erano le componenti delle forze acceleratrid secondo gli 

i( assi ri, IJ del piano, gVintegrali cosi ottenuti converranno senza ulteriore dcier- 

(( minazione a tutti i problemi del moto di un punto nello spazio, sollecitalo da 

(( forze le cui componenti secondai gli assi x, y, z soddisfino alle equazioni: 

aX + 6T = <p (arr + 6j/, oa? + C2) , . . . ì 

(10) 
aX+ cZ^^{ax+by,ax + cz) j . . . ) 

Questi quattro integrali sono della forma 

F{ax + by, ax + cz, ax' + by' , ax + cz*) = costante, 

e, per Torìgine che loro si può dare rispetto ai problemi del piano , si vede che 
si possono dalle quattro equazioni , che cosi si ottengono , eliminare le quantità 
ajf + by', ax* + cz', sicché ne risulterà un'equazione della forma : 

f{ax -{-hy , (M? + cj8) = 0. 

Dunque in questo caso molto più generale, cioè nel caso in cui le forze soddisfano 
alle condizioni (10), il punto resta durante tutto il movimento sopra una superficie 
cilindrica. 

8. Il principio delle aree pel moto d'un punto libero nello spazio si può con- 
siderare come un. caso particolare del seguente da me enunciato nella citata me- 
moria (••) : 



(*) Su^^integraìi comuni a più problemi di Dinamica % II (Annali della B. Scuola 
Normale Superiore dì Pisa. Voi. IV. Pisa 1877). 

(••) Art. X. — Cfr. Mémoire sur les intégraìes cotnmunes à plusieurs problèmes 
de Mécanique di 0. Bertrand, Art. XXVI» memoria presentata ali* Accademia delle 
Scienze il 12 maggio 1851 e inserita nel Giornale di Lionville, t. XVII, anno 185?. 
Da questa memoria risulta che le condizioni qui date sono sufficienti, ma non risulta 
che siano anche necessarie per la esistenza di tre integrali comuni indipendenti dal 
tempo. 
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(( Tilt ti i sistemi di tre integrali indipendenli dal tempo comuni a piii prò- 
1 blemi relativi al moto di un punlo nello spazio, sotto Vazione di forze funzioni 
e soltanto delle coordinate, si deducono dai sistemi dei tre integrali indipendenti 
I dai tempo relativi al molo d'un punto nel piano sotto Vazione di forze pure 

I funzioni deUe sole coordinale. Basta sostituire in questi tre ultimi integrali in 
X luogo deUe coordinate )], C e delle loro derivate rapporto al tempo le quantità 

SS ' St • (^+^) y'-^'fy+^*> ' {x+c)z'-x'{z^-c,). 

i: Se 9 ()j, {) , <|; ()j, J) erano le componenti secondo gli assi )], i delle forze che 
( agivano sul punto nel piano, gVintegrali cosi ricavati converranno senza ulte- 

II riore determinazione a tutti i problemi del moto di un punto nello spazio, nei 
e quali le componenti X, T, Z delle forze accekratrici secondo gli assi x, y , z 
CI soddisfino alle due equazioni: 

(a, + c).[(x«)T-(V«Ox]=,(g^.Ìg')' 
(» + o)'[(«+c,Z-(.+c)x] = *^,ga). 

Da questo teorema si deduce che, quando le forze soddisfano alle ultime due 
equazioni, esistono tre integrali primi delle equazioni del moto , i quali hanno la 
proprietà di essere della forma : 

F (1^ . ^ , (a?+c) 1/' - {y-\-c^)af , {x+c)z' - (z+Cj)x') = costante , 

e di permettere che da essi possano eliminarsi le quantità 

{od + c) 2/' - (2/ -h e.) X' , (oj + e) z' - (a;+ Cj)x'. 
Tale eliminazione darà luogo ad un'equazione della forma : 



Vx-h c x + cJ 



dalia quale si deduce che il punto si trova per tutta la durata del movimento sopra 
una superficie conica. 

9. Ho dato e dimostrato nel citato lavoro il teorema : 

« La condizione necessaria e sufficiente , affinchè piii problemi ammettano 
> quaUro integrali comuni indipendenti dal tempo, è che le forze soddisfi^no all^ 
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« equazioni: 



~Xy' = x'^<t(x,y,z, -^ , -^) , . . .\ 



(H) 



Zx 

« Se 



dii = H'''!'^' -dT' luì 



a sono (e eguajsiom differenziali del molo d'un punto nel piano soUo Vazione di 
tt forze funzioni esplicite del tempo^ delle coordinale e delle derivate , se ne'suoi 
« quattro integrali che sono della forma 



^0'"'^' ■* ' ■|-)=<'0«tant« 



« si sostituiscono x, y, z, ^ , ^ nspe«tva/neme a t, 15, ?, —^ , 77 , i guoifro lu- 

« tegrali così ricavati saranno^ senza ulteriore delerminazione^ i quattro integrali 
« comuni a tutti i problemi del molo di un punto libero nello spazio soUo Vazioìie 
« di forze funzioni esplicite delle coordinate, delle derivate e non del tempo, pei 
« guati tra le forze sussistano le condizioni (11) ». 

Quando dunque per le forze sono soddisfatte le condizioni (11), esistono quattro 
integrali primi delle equazioni del moto della forma 



F ( aj , y , z , ^ , -7 ) = costante , 



(lai quali, come si vede anche in questo caso osservando il modo con cui essi pos- 
sono ricavarsi dal corrispondente problema del piano , è possibile la eliminazione 

dei rapporti ~ , -,. Si ottengono così due equazioni fra ^, y, 2, che servono 

a determinare la traiettoria. Scelta una forma per ciascuna delle funzioni ? e 4^ , 
risulta determinata una classe influita di problemi aventi quattro integrali primi 
comuni. Se si suppone che le coordinate e le velocità iniziali siano le stesse per 
tutti i problemi della classe ovvero più generalmente che, se variano da problema 
a problema, siano tuttavia tali che le quattro costanti non abbiano valore diverso 
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per i diversi problemi, la traiettoria sarà identica per tutti grinfmiti problemi di 
quella determinata classe (*). 

Pavia, novembre 1884. 



(*) Oltre la citata Memoria del Bertrand, e le altre Memorie citate nella mia 
tesi sono importanti le seguenti pubblicazioni posteriori: Nota del Cerruti ii Nuovo 
teorema generale di Meccanica "ù (Atti della B. Accademia de* Lincei: serie 3^: Transunti 
Tol. II, Roma 1878) contenente un'elegante e ingegnosa interpretazione e generalizzazio- 
ne del risultato che io ho dato in fine- dell'art. IV della tesi sopra nominata; la Memo ria 
pare del Corrati « Intorno ad una generalizzazione di alcuni teoremi di Meccanica » 
(Gollectanea mathematica in memorìam D. Ghelini. Milano 1881) ; e la Memoria del 
Prof. E. Padova a SugV integrali comuni a più problemi di Dinamica t (Atti del 
B. Istituto Veneto, tomo I, serie VI, Venezia 1882-83), dove Tautore, per il caso in 
cai le forze ammettono una funzione potenziale, ha con nuovo metodo ottenuti risul- 
tati molto generali. 



Q U 1 S T i N 1. 

55. Se si considerano tutti i triangoli di perimetro dato , le medie lunghezze 
dei minimi, dei medii, dei massivii lati sono proporzionali ai numeri 7, 13, 16. 

56. Essendo Ji la somma dei divisori di i, si ponga 

,, - iEjrJll V II . 

poi- 

Dimostrare che il prodotto indefinito 

a)'(i)'ar(ir(4r(4r 

tende verso 

secondo che il numero dei fattori, che si considerano, è dispari o pari. G è la 
mlanle di Eulero: 0,871215664.... 

Ernesto Cesano. 
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SULL'INVERSIONE DELLE IDENTITÀ ARITMETICHE 



PER 



ERNESTO CESÀRO 

Studente in Roma. 



1. Sia f(x) una funzione qualunque. S'incontrano spesso, In Aritmetica , fun- 
zioni F(a;), definite mediante la relazione 

¥(n) = f{a) + r(b) + f{c) + ..., 0) 

nella quale a, 6, e, ... sono lutti i divisori di n. Ad ogni f corrisponde cosi una 
funzione F, e. come si vedrà in seguito, ciascuna F . non può corrispondere che 
ad una sola funzione f. La 'relazione (1) dà la funzione F, corrispondente ad f; 
ma si può domandare una relazione che permetta , inversamente , di determinare 
la f, cui corrisponde una data F, Si vedrà che una tale relazione , o legge (Vin- 
versione^ esiste; ma essa contiene , oltre le funzioni F ed /*, una funzione ausilia- 
ria, che diremo invertente. 

2. La funzione invertente \k(x) è generalmente nulla, ma è uguale a (-1)' 
quando a? è il prodotto di t fattori primi, disuguali. La proprietà fondamentale di 
questa funzione sta in ciò, che la funzione corrispondente è zero, eccetto quando 
x=l: in tal caso essa è 1. Chiamando, infatti, x il numero dei fattori primi din, 
si vede immediatamente che 

S li (a) = 1 - C;„ + Cr,, - . . . ± C,,, = ; 

ma, se n = 1, la somma considerata si riduce a (i (1)= 1. 

3. Ciò premesso, dimostreremo un'identità generale, che contiene la legge 
d'inversione come caso molto particolare. Posto 

2;f(a) = F(n) , Sff(a) = G(n), 

ordiniamo la somma 



Digitized by 



Google 



)( 169 )( 
rispetto a f{x). Perchè f{x) entri nella somma f( - ), è necessario che x divida — , e, 
quindi, che sia un divisore di n; ma siccome da- -mx^\ ricava— = ma, sì vede 

d X 

TI 

che dev'essere a uguale ad uno dei divisori a',6',c'... di - . e per conseguenza, il coef- 
ficiente di f(a)) è 

La somma considerata può dunque essere messa sotto la seguente forma: 

«a)G(?)+«6)G©./,c,G(?)+... 
In altri termini : 

2y(«)F©=2/^«)<-:). (2) 

4. Tra i casi particolari della relazione (2) è importante quello di g{x) = \k(x)9 
poiché conduce alla le^ge d'inversione, che volevamo dimostrare (*). Infatti, si sa 
che 6 (07) = 0, in generale; ma G(l)= l. Sostituendo in (2), si ottiene 



An) = 2l^(«)Kl)- ^^^ 



Ordinariamente, supponendo che u, r, w, . . siano i fattori primi di n, si suol dare 
^lla (3) quest'altra forma 



«».=f(„,-2:f©+so- 



Noi ci serviremo sempre della forma (3), che per la sua precisione riesce di mag- 
giore utilità, come in ulteriori articoli andremo dimostrando. 

5. Si osservi che, se fosse possibile far corrispondere a due funzioni differenti 
la stessei F, la formola (3) darebbe, per Tuna e per Taltra, la stessa espressione, 
per qualsiasi valore di n. É dunque vero che ciascuna F non può corrispondere 
che ad una sola funzione f. 

6. È facile generalizzare, in modo notevole, Tidentità (?). Prendiamo ad arbi- 



(*) Per la dimostrazione ordinaria, il lettore potrà consultare il secondo capitolo 
della Teoria della divisione del cerchio ^ del Dott. Bachmann. 

VCL. xxni. 22 



Digitized by 



Google 



)( no )( 

trio tre funzioni /",, f^ /",, e ilefiniiiuio altre tre F,, \'\. F, come segue: 

F,(n) = 2]A(«)A© . F.(")-'\ a") /•,(") , F,(»)-Sa(")A©- (*) 
Ciò fatto, ordiniamo la somma 

A(fl) F,(^) + m ¥,(^) -I- U(c) F,(^) + . . . 
secondo le Z^. Ragionando come sopra, si vede che /i (oc) è contenuta soltanto in 

e, per conseguenza, il suo coefficiente è 

essendo X un qualunque divisore di n. Ordinando, invece, rispetto alle /"j, si trova 
die il coefficiente di f;^{x) è Fa^-)- Per conseguenza: 

I fM F,('^) = S ^.(«) F.(-^) = I aa) F,(^). (5) 

1. Nelle considerazioni aritmetiche, che ci proponiamo di svolgere in questo 
Cfiornale, avremo costantemente bisogno delle stesse funzioni, che adopreremo con 
segnatura invariabile. È dunque utile indirarne, una volta per tutte, le principali: 
b(x) numero dei divisori di x; Jx. somma dei divisori di \; cp(x), numero derjlì 
inieri non superiori al numero \. o primi con esso ; co(x), numero delle scoììi- 
posizioni di X in due [allori primi Ira loro: u (x), prodollo dei fallori primi ili 
\, clasnmo preso negalivamenle : À(x^ funzione agitale a + \ o ì, secondo che 
X ù un prodollo di un numero pari o di un numero dispari di fallori primi , 
uguali disuguali; v(x), funzione generalnienle nulla, ma, se x ii jnimo o pò- 
(mizn ri/ numero primo, uguale td logarilmo di qucmo nuìnero-, ecc. ecc.. Ora, 
si trova facilmente che, nelle seguenti coppie di funzioni, alla prima funzione cor- 
rispoiìilc la seconda: 

1 

0(x*) , 6»(aB) ; I , 6(x) ; v(a;) , Ioga; ; ìogx , ^Hx)ìogx; 



X(aj)w(fl;) , X(flj) ; 
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Così pure, alla X (x) corrisponde una funzione, generalmente nulla, ma uguale al- 
Tunità quando x è un quadrato. 

8. Non ci fermeremo all'esame delle innumerevoli identità, che si trovano rac- 
chiuse nelle relazioni (2) e (Sy, perchè tale soggetto è stato ampiamente discusso 
nella nostra Prima Memoria d'Ariimelica. Mostrereuìo invece come si possa facil- 
mente generalizzare l'idea delfìnversione. A questo scopo, assumiamo come funzione 
foiidamenlale una funzione s (ce), generalmente nulla , ed uguale all'unità soltanto 
per or =1: essa è la funzione che corrisponde alla funzione invertente. Siano dette 
coniuijnte due funzioni g (ce) e h (x), quando si abbia 



D »(«)/*( J) = s(n). (6) 



Si osservi che la funzione fondamentale ò la sola dotata della proprietà d'essere 
coniugata a sé stessa. Per le deflnizioni poste, V unità e la funzione inverlenle 
costituiscono una coppia di funzioni coniugate; ma si possono trovare infinite altre 
coppie. Così, per esempio, sono coniugate le funzioni w {x) e X {co) w (aj). Sono an- 
che taii le funzioni Xix) e X(vC)ix(£c): anzi, più generalmente, se la funzione h gode 
della proprietà 

h{x)h{y) = h{xy), . (7) 

la quale esige che sia h{\) — l, l'eguaglianza (6) diventa 

V gip.) _ e(n) __ .. 

da cui si deduce che la funzione-?^— non può differire dalla funziono invertente. 

Per conseguenza, la coniugata di h{x) è h{x)^{x). 

9. Ciascuna coppia di funzioni coniugate può essere messa a base di una spe- 
ciale corrispondenza di funzioni , ed il problema dell' inversione è allora quello di 
trovare la funzione f, che interviene nella relazione 



F(n) = 2]/'(«)'^(~)^ (8> 



essendo li{x) una delle funzioni della coppia, q supponendo conoseiulaVallrag{x). 
Ora, se nelle uguaglianze (4) facciamo f^{x) — f{x), ft(co)^g{x), fi(x) = h{x) , 
troùamo, avendo riguardo alla (6), 

F|(n):=6(n) , F,(n) = F(n), 

e le relazioni (5) ci danno subito 

f{n)^J^¥{a)g(pJ. (9) 
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Neirinsiemc delle uguaglianze (8) e (9) , premessa la (6), consiste la legge gene- 
rale d'inversione. Così per esempio, data la relazione 

t^c sì domanda di esprimere la / mediante la F, si ha: 

Ili questo sistema, a \f.(x) corrisponde l(x)[i^(x); a X(ac) corrisponde Tunità, ed a 
quella 0(a?*); ecc. ecc. Naturalmente, la corrispondenza ha luogo in senso con- 
trario, quando si scambiano tra loro le due funzioni della coppia fondamentale. 

10. Introdurre nel calcolo abbondanza di segni può spesso sembrare inutile: 
talvolta puerile, soltanto a chi ignora quanto sìa giusta la riflessione del Leib n itz. 
emcre la segnatura parie precipua deWarle d'inventare. Ciò ampiamente giustifi- 
cliercmo per la funzione invertente, che si vedrà spesso apparire in seguito , ap- 
portarnio limpidità nelle deduzioni e precisione nelle formole. In questo primo ar- 
ticolo vogliamo limitarci ad applicare le più semplici proprietà delle funzioni [Ji ed £ 
alla risoluzione del seguente problema : « Conoscendo i [allori primi del numero 
n, micolare la somma delle k'**^ potenze dei numeri non superiori a n, e primi 
con esso )}. Siano a, ^, •>(, ... questi numeri, si rappresenti con (xy) il massimo co- 
niun divisore di as e y, e si ponga 

^^^~ g{n) ' *(^^" ^) • 

È ci lì aro che si può scrivere 

gin) «(n) = g(i) e( I ,»?) + gii) e(2,?i) + . . . + f/(n) e(ii,n). 

Ordiniamo questa somma rispetto alla funzione ;;, la quale, com*è noto, è legata 
ari E dalla relazione 

V-ia) + ii(ò) + \L{c) -h . . . = e(n). 

Allliichè iJL(ir) entri in e (i^n) è necessario anzitutto, che sia x un divisore di n : 
poi , dev'essere i un multiplo di x , non superiore ad n. Il coefficiente di v- {no) è 
dunque 

9{x) -f g{2x) + . . . + g(n) = g{x) g(^^ i^ (£) = g(n)4'Q) , 
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}Hirchò Ih g goda della proprietà (1). Per conseguenza: 

Nel caso particolare di g {x) = a?* , se rappresentiamo con ^/^(h) la somma delle 
fecme potenze dei numeri a, p, Yj •• , abbiamo 



i^k 



m 



Se poi immaginiamo funzioni (^ che godano della proprietà 



Wa) + (ifc(6) + Wc)+. "=Jn, 



da cui 81 ricava, per la logge d'inversione, 

a ^ 

possiamo anche scrivere 

k *** 
^K(n) = ^1 2 j Cit^i,i B< W^) ) • (11) 

Stmiolìcafnen^e: 

È questa la bellissima formola di Tacker, sulla quale il lettore potrà trovare altri 
sviluppi nella nostra Pnma Memoria, ed anche nei Giornali di Creile e di Ter- 
quem. La formola (11) risolve il problema proposto, purché si sappiano espri- 
mere le { mediante i fattori primi di n; ma dalla (10) si deduce subito 

In particolare: 

Wn) = n(l-|,)(l-iXl-i)...=,(n), 

{,(n) = e(n), 

(,(«) = i(l -«)(! -«)(! -w) . . . = 'i!!li^, ecc. ecc 



n^ ' / ■ • • ^t 
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Per esempio : 



Y.C'0 = j[^"(^'^"Ì^'^'')-^'^^(''^]' 



3 
cioèj supponendo ?i> 1, 

Iti virtù di sviluppi che ulteriormente esporremo, si possono rappresentare le fun- 
zioni i mediante il quoziente di due determinanti. Si dimostra, infatti, molto facil- 
uìciite, che se 1„ è un delcrminanle di n* elementi, ciascuno dei quali è uguale 
(lUn k^*"® potenza del minimo co i-une multiplo dei suoi indici^ si Uà- 
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GLI ALGORITMI DELIE FUNZIONI ARITMETICHE 

PER 

ERNESTO CESÀRO 

Studente in Roma. 



i° In alcuni articoli (*} del Giornale « XouvcUes Annales de Malhématiques » 
abbiamo cercato di porre a base del Calcolo isobarico ralgorìtmo 

« (s=) . 

n 

esprimente la somma dei prodotti analoghi a 

"z ^^z ^z ' " ^z (*) 

^\ *2 ^3 ^v » 

essendo, in tutti i modi possibili, £?, + r.j + . . . . + jZy-=n, in numeri interi: i nu- 
meri n e V sono rispettivamente il pc^o ed il grado dell'algoritmo, il quale ha 
dunque la proprietà d'essere, simultaneamente, isobarico ed omogeneo^ mentre gli 
algoritmi finora considerati come elementari, ncir.4?uftisi parlillva, sono privi d'o- 
mogeneità, e, perciò, non idonei a servire da elemeìilì senipliGl per le espressioni 
che occorrono nel Calcolo isobarico. Ciò abbiamo mostrato, nei citati articoli, per 
quel che concerne la farìzlonc alcpli, immaginata da Wronski, studiata sotto il 
nome d'algoritmo isobarico, con speciale cura, dal Prof. Trudi, come pure dal Bel- 
lavìtis. dai Prof. Pergola, Torelli, e da moltissimi altri matematici, e ripresa 
recentemente in considerazione dal Sig. d'Ocagne. 

2. Per ora, è nostro solo scopo indicare una trasformazione del detto algorit- 
mo , quando si suppone che s^ è una funzione aritmetica F (z), definita mediante 
la relazione 

F (n) = /"(a) ^.f(6) + /•(€)+. . . . 



(*) AlgoTithme isoharique^^Dérivées des fonctions de fonciions^^Notes sur le Cnìcul 
^sobarìgue. 
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nella quale a, ò, r, . . . . sono laiii i divison di v, mentre la funzione /"soddisfa 
all'uguaglianza 

f(x)ny) = f{xy) (2) 

Scomposta ciascuna 2, in ac^ y^ , in modo che il prodotto aj, x, ... aj^ sia uguale ad 
un determinato numero p. è chiaro che il termino (I) conterrà 

un certo numero Np di volte, cosicché sarà lecito scrivere 



SF(z)=y!N^f(2;) (3) 



Ecco un esempio: per f{z) ='k(z). è evidentemente soddisfatta la condizione (2) , 
e si sa che 

Aia)-|-X(6) + X(c)-|-.. =p|(n), 

essendo p, (/i) uguale ailunità od a zero, secondo che « è non è un quadrato. 
Il primo membro di (:^) rappresenterà dunque il numero delle scomposizioni di n 
in V quadrati. Ne segue che: « Se N^ è il numero delle soluzioni intere e positive 
delle equazioni simultanee 

a?, X2 ... a?^ = i> , X, 2/i + «2 1/ì + ••• + 3c^ l/v - " ' 
Tespressione 

N, - N, - N,'+ N, - N, + Ne - N, - N, + . . . 

« è uguale al numero delle scomposizioni di n in una somma di v quadrati ». 
3. Se con p^ (^) rappresentiamo tale numero di scomposizioni, si ha, per un 
notissimo (*) tearema 



2jseny-pj(?0 4-p,00. 



È facile vedere che la funzione sen -^ gode della proprietà (2). Prendendo f(e)- J^^^n-^, 



(•) Di questo importante teorema esporremo prossimamente una dimostrazione 
elementare. 
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il termine generale de] primo membro di (3) diventa 

[Pt (^i) + Pi (2|)][Pi (2t) + Pi (Zt)] ... [pt (^) + Pi (2v)]- 



SYiluppando questo prodotto, ed applicandogli Toperazione algoritmica S, si ottiene 

n 

il risultato 

Piv (n) + C,„ p,v-i (n) + Cv.t P»v.t W + ••• + C,,v Pv W 
Ne segue la formola simbolica 

N,-N, + N5-N, + ... = p^p + l)\ 

Per esempio: « Se Np è il numero delle soluzioni intere e positive delle equai^ioni 
simuUanee 

la 9omma 

è listiate al numero deUe scomposizioni di n in due e quattro guadratt, aumen- 
lato del doppio numero delle scomposizioni di n in tre quadrati)), 

4. Qsservoist'one. - In tutto ciò p^ (n) è propriamente il numero delle soluzioni 
dell'equazione 

5i* + 5t* + 5s*+.-. + 5v* = ^. (4) 

dove le ^ sono intere e po8t(it7e. Se poi si vogliono ammettere i valori nulli , il 
numero delle soluzioni diventa ry,{n), essendo questa nuova funzione legata alla 
prima mediante una delle relazioni siviboliche 

r^ = (p+ir , P' = (r-ir, 

purché si convenga di prendere pò = r^ = 0. Ha si usa permettere alle ^ di assu- 
mere anche valori negativiy ed allora il numero delle soluzioni della (4) diventa 

Bv(n) = (2p + l)' = (2f-l)\ 
Inversamente: 

2Vpjn)=(R-l)^ , 2V,(n) = (R + l)\ 

dove, per convenzione, Ro = 0. Volendo introdurre, nelFultimo teorema, le funzioni 
vot. xxni. 23 
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e, R, invece della p, basterà osservare che 

S. Un algoritmo simile al precedente è la somma 

n 

dei prodotti analoghi a (1), ma pei quali si ha, in tutti i modi possibili, ZiZ^ »,. Zy, = n^ 
Per esempio: 

UH interi n e v li chiameremo rispettivamente potenza e gfrado delFalgoritmo , e 
4ÌICSÌ0 sarà detto isodinamico, e ci servirà come fondamento d*un Calcolo speciale, 
Miialogo al Calcolo isobarico, ma che ha più stretta relazione con la Teoria dei Nu- 
iiieri. Per ora ci limiteremo a far vedere come la semplice conoscenza delle più 
e le 111 elitari proprietà del nuovo algoritmo sia sufficiente per esprimere una funzione 
qualunque mediante la sua coniugata, (•) vale a dire per calcolare una delle fun- 
zioni g (ce), h (x), legate dalla condizione 



g{a) h{l) + g{b) /i(j) + g(c) ft(^) + . . . = 



, in generale , 

(5) 
1 , per n = 1 , 



fonoscendo Taltra. 

G. A questo scopo, come pure in vista di future applicazioni alla Teoria assin^ 
lQti:a dei Numeri , è utile considerare , invece delFalgoritmo T , un algoritmo 6 , 
dcfiiiito nello stesso modo , ma pel quale i fattori z siano supenort alV unità. È 
chiaro che il secondo algoritmo ha sul primo il vantaggio d'annullarsi a partire da 
un conveniente valore del suo grado, sempre inferiore alla sua potenza, mentre il 
primo non è mai nullo , per quanto grande ne sia il grado. Ora è facile provare 
che, per n > 1, 

Si riconosce subito che, per n primo, questa relazione è evidente: il secondo mem- 



(•) Vedi il precedente articolo Suirinversione delle identiià arUmelicìhe, 
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bro 8t riduce, infatti , al primo termine , e la verificazione è fiiclle. Bai^ta dunque 
provare che , se la formola (6) è vera per tutti i divisori di n , difTerenli da n , 
essa è anche vera per n. Ora, siano n, a, p, y, ... i divisori din, superiori all'u- 
nità. Per la relazione (5), si ha : 

- Hi) gin) = hin) g{ì) + S '^ © ?(*) C) 

D'altra parte, per le ipotesi fatte, la relazione (6) ci dà: 

ft(Oflf(a) = -» + »-é + . . . 

a a a 

Sostituendo in (7), ed osservando che /i(l)gf (1) = 1, si ha dunque 

-"^')»c...=:-i^.2|fcjf[H-:)f-"(f)t-''(")*-]!- 

Ora, per la definizione stessa dellalgoritmo , la quantità sottoposta al segno I 

y+f 

non è altro che (-1)^ 6 , mentre il termine isolato, nel secondo membro, rappre- 

n 

1 

senta il valore di 9. La formola (6) è cosi pienamente dimostrata. 

n 

7. Se neir algoritmo T mettiamo da parte i termini indipendenti da a,, poi 
riuniamo in un gnippo i termini che contengono e, una volta sola, in un altro 
quelli Dei quali Si si trova al quadrato, al cubo, e cosi via via, veniamo a stabi- 
lire la formola 

V V v~t v-t v-s 

T = é +C„,e, e +C,,e,« 6 +C„,6,» e +. . . , 
ovvero gitnbotìcamenle, e supponendo e, = 1 , 

n n 

Ne segae subito : 

è=(T-ir. 
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iju^titit(^iiiiu ili (G) !<i ottiene flnalinente la forinola 



»<«)4;iyf:o„„..tpì. 



Abbiamo estesa la somma fino a v = n, ma possiamo fermarci a quel valore di v, a 
partire dal quale si ha sempre = 0, come pure possiamo prendere per limite 

n 

supcriore qualunque numero più grande. 

8. Facciamo /t(2) = l , e chiamiamo Q^ (n) il numero delle scomposizioni di 
n nel prodotto di v numeri inlen: già sappiamo che gf(2) = i&(2). La formola (8) 
dà, per la funzione invertente, la seguente espressione : 



Vati 

P^(n)=2r-'>'^«+M^*Qv(n) . (9) 

v-i ^ 



Se, più generalmente , è h(z) una funzione soddisfacente alla condizione (2) , è 

cliiaro che 

J[/i(z)] = /i(n)Q,(n), 

e, per conseguenza, dalla (8) si ottiene, avendo riguardo alla (9), g(n) = ii(n) h(n), 
risultato noto ed evidente. 

0. In virtù della formazione stessa delFalgoritmo T, si ha: 

^ i v-< i v-< i v-i 

T = T T -f T T -hT T + . . . . 

n a n^ b n e n 
a F e 

Ba questa identità si deducono infinite altre : si sa, infatti, che, definita una fun- 
zione Fj mediante la relazione 

^.(»)=Kì)r-K?)T^K") '!'-■■. 



Si può scrivere 



2K?)!=20M:n-.(5)r- 
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In parlicolare, si vede che, ponendo 

F(n) = 2/'(«)^(?). 
si ha : 

10. Finalmente, è noto che simili identità conducono subito alla formola 



T[/Kz)j U^iiz)] T[Mz)] 






la quale fornisce, per cosi dire, un*interpretazione deiralgoritmo T. Se, per esem- 
pio, m = 2, e h (^) = w(z), e si pone, per brevità, 

*[co(z)] = co,(n), 

n 

si Ottiene 

Wv(0 + \ co,(2) + i co,(3) + I a>,(4) + ~ co,(5) + • • • = (|)\ 

Wv(l) - 1 w,(2) - g co,(3) + 1 co,(4) - 1 co,(5) + , . . = (|)' , 

ecc. ecc. — Dopo questi rapidi cenni, ci resta ad esporre ordinatamente , in appo- 
sito articolo, le proprietà generali dell'algoritmo isodinamico. 
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DETERMINANTI IN ARITMETICA 

PEB 

ERNESTO CE8ÀR0 

Studente in Roma. 



1. Rappresentiamo rispettivamente con (x^y) e [co.y] il massimo comun di- 
visore ed il minimo comune multiplo dei numeri x e y. Siano a, 6, e,... tiUli i 
divisori di n, e poniamo 

f(a) + A6) + Ac)+...=F(n). 

Ci sarà utile considerare una funzione aritmetica dy(a;), uguale all'unità quando 
\ divide V) ma nulla nel caso contrario. Moltiplicando, nella somma precedente, 
ciascuna f{x) per d^{x), resta una somma di funzioni f, relative, non a tutti i di- 
visori di n, ma soltanto a quelli che dividono v, o, ciò che torna allo stesso, a 
tutti i divisori di (n,v). Abbiamo dunque 

f(a) d^{a) + f{b) 9,(6) + /"(e) a,(c) + . . . = F(n,v) , 
e ne deduciamo subito, in virtù della legge d'inversione, 

V- (J) F(a,v) + V. (?) F(6,v) + li (^) F(c,v) + . . . = ({n) d,(n). (I) 

2. Ciò premesso, ci proponiamo di studiare il determinante 

F(l,l) F(2.1) F(3,1) F(n,l) 

F(l,2) F(2,2) F(3,2) F(n,2) 

F(l,3) F(2.3) F(3,3) F(n,3) 



I F(1,n) F(2,n) F(3,n) F(n,n) 
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elìc ha d('\to luogo ad interessanti considerazioni dei signori Smith, Mansion, 
Catalan, Lepaige, prima negli Annali della Società scientifica di Brusselle 
poi nella Nuova Cùrrispondenza matematica. Primo, il sig. Smith ha dato i 
valore di 1^, nel caso di F(x)=x, ed il suo teorema è stato dimostrato dai si. 
gnor! Mansion e Gatalan, mercè considerazioni, certamente semplici, ma prive 
di quella limpidità che ci è stato possibile introdurre nelle nostre, grazie air uso 
sistematico della funzione invertente |jl(x). 11 sig. Mansion ha dato anche il va- 
lore di A. , nel caso generale. 

3. In A^ si considerino le colonne, i cui indici sono a ,6 ,c , ... , e si molti- 
plichino rispettivamente per I^('^)'(^(t')' i^(~~)' •*•- Sommandole, e mettendo 
i risultati neirultima colonna, questa, in virtù della (1), consterà dei termini 



md,(n) , f{n)d^(n) , r(n)3,(n), . . . f(n)a». 
Ora, per la definizione della d^{x), è chiaro che 

9,(n) = a,(n) = 53(11) = . . . = a«„,(n) = , a^(n) = 1 . 
Ne segue subito : 

Quindi, osservando che 

A, = F(l,l) = F(l) = f(l), 
si ottiene : 

A,» = Ai)r(2)A3)...r(n). 

4. Se, per esempio, /'(x) = f(a^), è noto che F(a?)=x, e si ha: 

(M) (2,1) (n,l) 

(1,2) (-2,2) (n,2) 



(2) 



(>,n) (2,n) (n.n) 



= 9(1) 9(2) 9(3),.. 9(n). 



In ciò consiste il teorema del sig. Smith. Cosi pure, per ^(a;)=:X(x), si trova 
die : a II determinante di n* elementi, il cui elemento generale è 1 e secondo 
che il massimo comun divisore dei suoi indici è non è un quadrato , ha per 
valore l'unità positiva negativa, secoTido che è pari dispari ti numero dei fattori 
primiy uguali disuguali, in cui è scomponibile il prodotto 1.2.3...n » ecc. eco, 



- ; .% :- :::: 
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3. Allorquando è F(x) una funzione che gode della proprietà 

¥{co)¥{y) = V{xy), 



(3) 



si può facilmente, nei determinanti considerati, far comparire [x,y], in luogo di 
{x,y). Si ha, infatti , 

F(OFO-) 



'^<*«^^ = KiMl) = 



FlfJl 



e la formola (2), che può essere scritta cosi : 

!F(<.i)i.=m)r(2)r(3) 

si trasforma subito in 

1 



m, 



nijì 



F»(1.2.3...n) 



Interessante applicazione della nuova formola abbiamo nel caso di fix)= 

l 
perchè allora essendo, come si sa, F(a:)= - , si ottiene il teorema: 



(*) 

(5) 

(6) 
ic( x)<F(g) 



[1,1] [2,1] [n,n 

[1,2] [2.2] [n,2] 



[l,n] [2,nl [n,n] 



= ud) it(2) . , . it(n) • ?(1) <p(2) . . t(n) , 



analogo a quello del signor Smith. Qui è utile ricordare, che, se u, v, w, .... 
sono tutti i falloriprivn di x, la funzione nix)<f{x) non è altro che x.(l—u){ì—v){\—w)... 
6. Altro caso particolare interessante è quello che si ha prendendo , com' è 
lecito, 

/■(x) = X(aj) 10(05) , F(a5) = X(a5). 

La formola (6) diventa allora 

IM»,Ì]L = M1.2.3 ...n)-tó(l)tó(2) w(3) ... w(n). 

Questo determinante non varia quando invece di [i, j] si pone (i, j) perchè 
dalla formola (S) si ricava, per |X(i', ;)|,, lo stesso valore. Si noti, inoltre, che la 
formola (5) ci dà anche : 

l«W*)l» = w(l)«(2)w(3)...w(«). 



•* • • 

•• ••• ••• • • 

• : •: • • • : 
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Per conseguenza; « Il determinante^ il cui etemenlo generale è V unità posi- 
tiva negativa» secondo che è pari o dispari il nuìnero dei fattori primis uguali 
disugìialij in cui è scomponibile il massimo comun divisore o ti minimo comune 
multiplo dei suoi indici^ non differisce^ in valore assolutOy dal determinante che 
ha per elemento genei^ale il numero dei divisori del quadrato del massimo comun 
divisore degli stessi indici ». 

Si può aggiungere che: a II valore assoluto comune dei tre determinanti è 
sempre una ce' la potenza dì 2 ». Finalmente: a Per un determinante di n* eie- 
menti, V esponente di tale potenza è uguale alla somma ^ 

[?]4t]4t]4t]4S] + [!^1^M-- «. 

0. se si vuole, chiamando 9((C} la totalità dei numeri primi, superiori alV unità, 
non ad \, esso è eguale aila somma 



4T]*^[T]-4f]-47]-4f] 



1. Osserviamo però che moltissime funzioni aritmetiche soddisfano all' egua- 
glianza (4), senza godere della proprietà (3). Tali sono, per esempio, le funzioni 
f(x), ìi(af), ixy 0(as}, iù{x)t... In tal caso, alla formola (6) bisogna sostituire 



|F[f,i]L"'i:jF»(v) 



Per esempio : 



Va» 



l_j_|_TT_L l_L_l = TT?^ ' I -.TT '"^^^ 

8. Sia 

P(n) = ^Ao) . G(n) = y^g(a) , H(n)=Vh(tt), 

e si supponga f(a:)=g(x)h(x). In virtù di (5) avremo 

|F(»,i)U = lG(t,i)|,.lH(i,i)|.. 



(*) Bappresenteremo con [x] il massimo intero contenuto in x» 

VCL. xxni. 24 
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D* altra parte, si sa che il prodotto dei determinanti del secondo membro è un 
altro determinante, il cui elemento generale ha per espressione 






V«| 



ovvero, dopo facile trasformazione, 

la somma essendo estesa a tutte le coppie r, 8 di numeri, che rispettivamente di- 
vidono i, y. Con queste formolo riesce facile trovare i valori di determinanti, i cui 
elementi generali hanno espressioni aritmetiche più o meno complicate. Cosi, nel 
caso di g{x)=h(cc)-Mx), si vede che: a il determinante di n* elementi, il cui eie- 
tmiìlo generale indica il numero degli interi non superiori a n, aventi^ con am- 
hiiduc gli indiciy massimi comuni divisori quadrati, è sempre uguale aWunità ^. 
K facile verificare per esempio, per n=5, l'eguaglianza: 



' 5 


3 


4 


4 


4 




1 3 


3 


2 


3 


2 




4 


2 


4 


3 


3 


= 1 


4 


3 


3 


4 


3 




i 
i 4 


2 


3 


3 


4 





9 Consideriamo, ora, nel determinante A,, il complemenlo algebrico A,_,- (n) 
dell'elemento generale F(«,J), vale a dire: 



F(l,l) 



. F(i-l,1) 



F(t+1,l) 



F(n,l) 



A,-.,(«) - (- ir' 



F(1,;-l) . . . F(i-l^-l) F(i+U-1) . . . F(n,/-1) 
T{\J+\) . . . F(i-1 J+1) F(i+l,/+l) . . . F(nJ+l) 



F(l.n) . . . F(i-1,n) F(t+1,n) . . . F(n,Ti) 

Operiamo sullo colonne di A^,,- come abbiamo fatto per i„. Se l' indice t non 



* • • •••^ • • 
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è un divisore di ti, esso non interverrà nel calcolo , ed il risultato sarà , come 
per A», 

A,,y(?i)=r(n)A,>-l) (7) 

Se n è divisibile per t, non per ;', opereremo in modo simile sulla linee , ed 
arriveremo sempre alla stessa relazione. Supponiamo, invece, che n sia divisibile 
tanto per i che per j. Operando prima sulle co/on?ic, ed avendo riguardo airiden- 
tità (1), al y^ posto dell' ultima colonna viene : 

/^(n)av(n)-|it(j)Frt,v). 

Operando, poi, sulle linee^ il v°»> elemento dell* ultima linea diventa : 

r(n)a,(n)-it(|)F(;,v). 

salvo r ultimo elemento, che si trasforma in 

An) + iii(j)ti(y)F(i,J). (8) 

Dopo ciò, cambiando i segni dell' ultima colonna e dell' ultima linea, conducia- 
mole ad occupare rispettivamente i posti i^^,j^^ dimodoché l'elemento (8) venga 
al posto ij. Spezzando questo elemento nelle sue due parti, scindiamo anche il de- 
terminante in due altri. 

Troviamo subito 



A^.(n) = fin) k,/n - !) + :x (|.) ji (jf) A„. ,. 



(9) 



La relazione (7) è contenuta nella (9); se conveniamo di estendere il significato 
della funzione \i.{x), prendendola uguale a zero, quando x non è intero. Se l'ul- 
tima forinola viene applicata ripetutamente, si ottiene, senza difficoltà, 

A,.,<n)=/-(ft+l) /(»+?).../•(") A,,,(ft) + 2 lr(v+l)f(v+2)...nn).jii(,T) V-C*^^,-,] , 

onero ia virtù di (2). e supponendo k=^i>_}, 
A«j (n) = r(t + 1) At + 2) . . . fin) A,,y (<) + 



V jj*(j) v^(j)'r{ì) fm . . . av - i)-av + i) . . . fin) 



(IO) 
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kij (i) si ottiene da 1^ sopprimendo la J»» linea e T ultima colonna. Operando 
come precedentemente sulle linee ^ tutti i termini dell* ultima linea vanno a zero, 
quando non è j un divisore di i. Se, invece, i è divisibile per J, si ottiene, come 

v™o elemento dell' ultima linea, - {i /'-^ F (/, v). 

Gonducendo poi questa linea ad occupare il posto i°^, si vede immediatamente che 



Am« = 1*(j)^.-i- 



Per l'estensione data al significato di |jl(^), T ultima relazione deve ritenersi 
come generale. 

Sostituendo in (10) otteniamo: 

A,» = r(l)A2).../'(n).2 '" ^ =«.j(n)-A,. 

Ma è lecito estendere la somma da v = 1 , per far sparire ogni disuguaglianza 
di condizioni tra gli indici. Dunque finalmente: 



M«,=2'iìHi). 



... m ■ "" 



10. Potremo anche, in questa formola, trascurare 1 termini invXilU che sono 

V V 

quelli nei quali almeno una delle quantità •?, -. non è intera. Dovremo allora 
scrivere 



V= I rr— 






ma spesso preferiremo impiegare, per maggior chiarezza, la formola (li). Ciò non 
ostante, la (12) ci sarà più utile in certe considerazioni. Sia 

t = (»,j)l . ; = (i,/)J, 
da cui si ricava 

essendo necessariamente (I, J) = 1 . Se osserviamo che, chiamando t{x) la funzione 
fondamenialej uguale all'unità solo per a* ^ 1, ma nulla in ogni altro caso, sì ha 

P^(a(jy) = lA(x)it(y)e(x,j/), 
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la forinola (12) diventa 






Supponendo che almeno una delle funzioni pi(I), ;j (J) sia nulla, si vede che: 
« ilUora soKan/o Ai^^ può essere differente da zero, quando i quozienli di i e i 
per il loro massimo divisore comune sono contemporaneamente numeri primi, o 
prodolU di numeri primi disuguali ». 

Cosi, per esempio, si ha sempre, qualunque sia n: 

Si può anche enunciare questa proprietà dicendo: a Quando il quoziente del 

minimo comune multiplo di due numeri per il loro massimo comun divisore 

ammette fattori quadrali, il determinante che si ottiene da A», 8opprtmendot;ì la 

linea e la colonna che hanno per indici quei numeri, è «empre nullo ». Basta 

ossenrare, infatti, che {t(I)|i(J) non differisce da [jl(IJ). Se poi sottintendiamo che 

n 
a V non si attribuiscano se non quei valori non superiori a r?-?: 9 che sono primi 

IhJÌ 

prodotti di fattori primi, differenti da quelli ehe costituiscono le J, Tespressione 

di a^j prende finalmente la forma semplicissima 

11. Quando t=i, è I = J = 1, e si ottiene dalla (12): 

Notevole è il caso di <= 1, perchè A|^, (n) rappresenta il determinante D^, di 
(n- i)« elementi, che ha F (i+ t, i + 1) per elemento generale. Troviamo cosi: 

van 

D^ = |F« + l,j + l)U., = Al)/'(2)...r(n).2^. (13) 

Se, per esempio, f(a?) = l, si vede che: « Il d^rmina^te di (n-i)^ elementi» 
il ctu elemento generale ij indica quanti divisori ammettono in comune i + t e 
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j + I, e uguale alla tolalilà dei mimeri, non mjjeriori ad n, clic non hanno fai- 
hri quadrati ». In altri termini, il determinante considerato indica quanti termini, 
non superiori ad », racchiude la serie 

1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 13, 14, 15, 17, 19. 21, . • . . (14) 

In un prossimo articolo esporremo considerazioni assintoticbe, che ci permet- 
teranno di scrivere, per 7i infinito, 

lun —2- = — T-. 
n Tc' 

Più generalmente, se V elemento i; di D^ rappresenta la somma delle K^ po- 
tenze dei divisori che i+ 1 e /+ 1 ammettono in comune, si ha: 

Dn . Pt*(l) . P^V2) v?iì) v}{n) 

(l .2.3 ... n)* ~ 'W ^ "P" "^ "3^ ' • "^IF' 

Ora, per n infinitamente grande, il secondo membro tende verso il quoziente 
delle serie 



Vsoo Vc-'OO 



V» — :;;ir- 



Se, per esempio, A; = 2, si ha: 

D, 15 ,. /eV* D^ 30 

^^^ f» o o " — ^ = "i » ovvero : hm ( — I . — 2- = — . 
(1.2.3 ...n)* it* ' \n/ n t: 

12. Cosi pure, facendo f(x)^l(x) nella relazione (13), si trova che: aUdeter' 
minanle di (n— 1)* elemenUj il cui elemento generale ij è zero, eccetto quando 
(ì+ U j + 1) è un quadrato, nel qual caso esso è V unità, è uguale, in valore 
assoluto, alV eccesso delia totalità dei numeri, non superiori ad n, che sono pro- 
dotti di numeri primis disuguali, in numero pari, sulla totalità dei numeri, non 
superiori ad n, primi o prodotti di numeri primi disuguali, in numero dispari d . 

D 36 

Per n indefinitamente grande, il rapporto — ^ tende verso -^ . 

13. Considerando il reciproco dì d^, abbiamo, in forza d* un noto teorema, la 
eguaglianza 

|A,,y(n)U = lF(i,y)|/-», 



da cui ricaviamo : 



|ar.,-(w)I«=^. 
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\ 

Per conseguenza, se indichiamo con y (x) la funzione j— , possiamo aflcrraa- 
re che: a II determinante di n^ elementi, il cui elemento generale è 






(15) 



Ita per valore X (0 X (2) Z (3) ... x W ^^- L' espressione di a,- y assume una forma de- 
gna di essere osservata, quando si suppone che la funzione x (^) gode della pro- 
prietà (3). Allora, chiamando E (x) la somma dei valori che prende x (^)j quando 
perse si mettono successivamente tutti i termini della serie (li), non superiori 
ad X, si trova 



^.=.(lTf^"'^"'[irn]- 



É da notare che in queste proprietà, relative alle funzioni a,-y, sparisce ogni 
traccia di corrispondenza aritmetica tra funzioni. È inoltre utile osservare che i 
due determinanti, precedentemente considerati, non sono identici. Cosi, nel caso 
dì n=3, si hanno i determinanti 



ix(o x(i) XO) 

X(0 X(0+X(2) X(l) 
X(l) X(l) X(l)+X(3) 



X(0+X(2)+X(3) -X(2) X(3) 
-X(2) X(2) 

X(3) x(3) 



aventi ambedue il valore X (*) X (2) X (3)» 

14. Innumerevoli altri determinanti si ottengono mediante convenienti combi- 
nazioni dei precedenti. Ci limiteremo a mostrare come la regola di moltiplicazione 
dei determinanti fornisca immediata veriflcaziono delle nostre formole. Sia 

IPo'(w)U = |a,>)U-|F(i,y)L. 

Si deve avere come valore di questo determinante x(i)X (2)- • X(^)' f(l)A2) ••• TW* 
Ora 6 noto che 

Poi, in virtù di (15) : 

?..,• = 2^(t) X(v) Kj) F(1 J) + 1.(|)f(2 J) + . . . ] |. 
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Finalmente, per la relazione (I) possiamo scrivere 



v»« 



Pm=IÌi^(t)9;Wx(v)/'(v). 



Perchè non sia nullo il fattore dy(v), bisogna che sta j divisibile per v. Si- 
milmente, perchè non sia nullo pi (V\ , è necessario che v sia divisibile per t\ Dun- 
que, allora i^^j potrà non essere nullo, quando sarà j divisibile per t. Ne segue 
che. se ; < i, è inevitabilmente ^ij -^ 0, ed il determinante si riduce al prodotto 
degli elementi della diagonale principale; ma quando t=J, la variabile v dovendo 
essere contemporaneamente divisore e multiplo di t. soltanto ad i può essere uguale, 
e ^i^i si riduce a x(0/'(0- Si ottiene, perciò, come valore del determinante, 

P.,i Pm .- Kn = X(0 /^(t) X(2) m ... X(n) f{nh 

15. Porremo termine a questo rapido studio parlando della risoluzione del si- 
stema di equazioni del 1^ grado: 

/ 5|F(l,l) + 5tF(2,l)+ +5nF(n,l) = U(l) 

5iF(l ,2) + 5,F(2,2)H- +§.F(n,2) = U(2) 



5,F(l,n) + 5,F(2,n)+ +5nF(w ,n) = U(n). 

Se la funzione f{cD) si annulla per un valore dix, non superiore ad n, le equa- 
zioni sono tra loro incompatibili, a meno che. per la speciale natura della funzione 
U, il sistema risulti indeterminato. In quel che segue, però, sarà costantemente 
sottinteso che f{x) non è nulla, per qualsiasi valore, intero e positivo, di x. Ciò 
premesso, si ha subito: 






"i=i i=i 



Quindi, facendo uso della (11) 



V=»1 ' ^ ^ 
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Se la funzione U si concepisce definita mediante la relazione 

U(n) = f{a) ^{a) H- ^(6) m + M ^{c) + 

si ottiene, in forza della legge (V inversione, 



fale a dire: 



€*=2t»(T)'''<^)' (*^> 



5« = K1) <Kt") + K2) «K2i) + 11(3) <K3t) + . . . + li [:^] * ([-^] i). 

Nel caso poi che per ^ (x) si abbia la proprietà (3), si potrà, dopo aver posto 
♦(a?) = Hi) «Ki) + J*(2) «KS) + . . . + t»(ar) ^(x) , 



scrivere : 



5, = 'K0*[j]. 07) 



16. Ecco qualche applicazione. Sia ^(x) = 'k {pò) : la funzione ^ (a?) rappresen- 
terà la iolalUà degli interi, non superiori a x, e privi di fallori quadrali, dimo- 
doché : 

*(1) = 1 , *(2) = 2 , >f(3) = t(4) = 3 , f(5) = 4,.... . 
Il valore dell'incognita sarà sempre 

5i = X(f)*[^], 

per qualunque forma di f(oo). Cosi questa formola risolve tanto il sistema 

{su 

2 ?i0((i,i;0 =X0') , [; = 1,2,3, ...n]. 

quanto Taltro 

25« = «C;') , y=l,2,3,...nl 

dote ad t debbonsi attribuire tutti quei valori, non superiori a n, che ammettono 
con ; massimi comuni divisori quadrali. Invece, per 4^(0;) = 1, si vede che il sistema 

2]5<F(i.Ì) = F(/) , y = l,2,3,...nl 

voL. xxni. 35 
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è soddisfatto da 

1 

essendo 'F(x) la somma ix(l)-f iJi(2)4-...+ ix;a?). Se facciamo, per esempio, F(ac) = -, 

ce 

Tediamo, dopo facile trasformazione, che il sistema 

[1,1] 5, + [2,1] §, + [3,1] 53 + • • . + [n.l] 5„ = 1 
[1.2] ?, + [2,2] I, + [3,2] 5, + . . . + [n,2] 5, = 1 
[1.3] 5, -1- [2,3] 5, + [3,3] 5, + . . . + [n,3] 5, = 1 



[I ,n] 5, + [2,n] U + (3,n] 5j + • • • + ln,n] 5, = 1 
si risolve con la formola 

n. Quando i termini cogniti si presentano sotto la forma U(;,n), la (16) di- 
venta, in virtù della relazione (1), 






Perciò, se i non divide n, è $,- = 0. Se i è uguale ad un divisore a di n, 
si ha : 

?a = <!'(«)P(^). (18) 

dopo aver posto 

2jt(a)*(a) = P(n). 

Per esempio, se 4'(a5) = ^(a?)> e. per conseguenza, P(a?) = «(a?) , si ottiene 



?„ = X(a)u,(^). 



qualunque sia la f. Le funzioni P e ^ non sono tra loro indipendenti, poiché si ha; 

2:-«=x»[^]. 

18. Tutto ciò fornisce, com'è evidente, una serie di nuove identità aritmetiche. 
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Infatti, sostituendo, nelle equazioni del sistema, il valore (H), troviamo 

ò(i) F(i . /) * I . 



}:]<Kf)F(i,j;*[j]=UO). 



In forza di noto trasformazioni potremo anche scrivere 



£li^(<)*(f)4^;[7]=U0). 



dopo aver posto, per brevità, 

*.(x) = +(0 F(! J) + m F(2 , ;•) + ... + 4^(05) F(ac J). 

Ha si può ancora trasformare la funzione <bj cercando di far comparire, nella 
sua espressione, le f invece delle F. Ponendo 

si trova, senza diflicoltà, 

<t>j{x) = o,.(x). 

Analoghe relazioni si ottengono impiegando il risultato (18), la cui sostituzione 
nella ;^°^ equazione del sistema ci dà Tidentità 



}ì]*(a)P(j)F{a,;) = UC/.7i), 



che ne genera infinite altre. Del resto , tutte queste relazioni ammettono una di- 
mostrazione diretta e semplicissima: esse ci saranno utili per lo studio assintotico 
dei determinanti considerati. 

19. Le g definite da un dato sistema godono di molte proprietà, facili a sco- 
prire mediante la formola (16). Prendiamo una funzione qualunque g{x) , e defi- 
niamone due altre nel seguente modo: 

2 gW = G(w) , S g{(i) m = V(n). 
Ciò fatto, per la formola (16) si ha. 

2 5, 6(t j) = 2 <|»(v) ff(v) a/v) = y(j). 
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Questa relazione s' interpreta facilmente dicendo che il sistema nel quale in- 
tervengono le funzioni F ed U è equivalente a quello che contiene le funzioni 6 
e V, definite in modo analogo, purché resti invariata la funzione 4^. Ciò potevamo 
prevedere, osservando che la formola (16) è indipendente dalla funzione f. Più in- 
teressante è la formola seguente, che si ottiene nello stesso modo: 

t'sf» 

2 5i H(0 = h(\) <K1) + /.(2) <K2) + . . . + h(n) <Kn). 

Per applicarla ad un caso particolare, consideriamo il sistema: 
F(l.l)5, + F(2,l)§, + . .. + F(n,1)5, = F(l) 
F(l,2) I, + F(2,2) 5, + . . . + F(n,2) 5, = F(?) 



F(l,n) 5, + F(2.n) 5, + . . . + F(»»,n)5« =F(n) 
Qualunque sia la F, le ^ clie vi soddisfano godono delle seguenti proprietà: 
li + 5*+l» + 5,« + ...=X(l) + X(2) + ... + X(n), 
6(l)l, + «(2)§, + 0(3)5, + ...=n, 
«(i) I, + 6(4) 5j + 6(9) I, + . . . = (0(1) + (0(2) + . . . + w(n) , 
o*(i) 5. + on2) U + 6'(3) 5, + . . . = 6(1) + «(*) + . . . + e (( VITI») , 
,M(l).2f.«(2).35.6(3) ^M(«)^,.;.9...„.. 

ecc. ecc. Similmente, si consideri il sistema 

/ l,+5, + 53 + 54 + 55+ =6(1) 

?, + 5» + 5, + ?, + 5,+ = 6(2) 

5» + 5, + 5» + l5 + S, + = 6(3) 






5, + Ij + §♦ + 5s + 1, + = 6(4) 
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Del quale la /'°^ equazione contiene soltanto quello g, i cui indici ammettono con 
i massimi comuni divisori quadrali. É interessante osservare che le S definite da 
tale sistema soddisfano alla relazione 

6| + 54 + f» + 5|6 + f M + • • • = ^*- 

É facile vedere , inoltre , che se , nei secondi membri , si sostituisce 6(x,n) 
alla funzione 0(a)), si ha invece 

5i + ?* + 59-f5i6 + §«+ . • —«(n); 

ecc. 6CC,.. 

20. Studio analogo si può fare del sistema 



/ «1,1 Si + «1,1 e, + a,,, 5, + . . . + a»,t 5,1 = 4^(1) 
«i.t 5i + «1,1 5i + «3,1 5s + . . . + a,,, g^ = <K2) 
«1,8 5i + «i,s 5i + «5.S fs + • . • + ««,8 £• =.*(3) 



«1,1» 5t + «2,11 ?, + a,,, Sa + • • . + «11.11 5n = *(«)• 



Moltiplicando ciascuna equazione per A^, si ha come determinante del sistema 
A,*"*. Inoltre, si sa che il complemento algebrico di \.ij è F (iJ)A,|*"'*. Ne risulta: 

5< = 1, *(/) A,». F(« , jì A««-» = 2 (PO') F« , ;). 



i=i 



j=i 



Se la funzione t soddisfa alla condizione (3), e s'impiega la funzione a^^ de- 
Onita precedentemente, la i^ può prendere la forma semplicissima 

?,= ai(n). 

La sostituzione di questo risultato, nelle equazioni proposte, dà luogo ad altre 
identità aritmetiche, che per ora tralasceremo. 
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ALCUNE RELAZIONI FRA l SEMIASSI DELLE CONICHE 

DEL 

Dott. GAETANO FAZZARI. 



Nel voi. XXir del Giornale di matematiche diretto dal prof, signor Battagli ni 
ù riportata una nota del dott. Enrico Schroeter (*), nella quale si dimostrano 
alcune relazioni esistenti fra un triangolo ABC ed i tre triangoli polari del trian- 
golo diagonale di ABC rispetto alle tre coniche di centro M, Tuna iscritta, Taltra 
circoscritta e la terza coniugata al medesimo triangolo ; ed alla fine si osserva 
che si potrebbero cercare le relazioni che legano le coniche che si ottengono, 
ìiiveee delle tre sopradette, prendendo successivamente uno dei quattro punti 
ABCM come centro. MI permetto qui presentarne alcune molto semplici. 

t. Rispetto al triangolo fondamentale ABC Tequazione della conica (p|, circo- 
scritta al triangolo BCM, dove M è un punto del piano del iriangolo ABC di coor- 
dinato oCo , j/o 1 2o , .e di centro A, è 

aych^o»* + ^0 (^o - 4S) yz + 2cy^Zffix + 2by^z^xy = , 

esàoado S Tarea del tr. ABC ed a, 6, e, i suoi Iati. Le equazioni delle polari 
l^.m^tUi, rispetto alla conica (pi, dei punti medii A,, B, , C| dei lati del triangolo 
ABC sono ordinatamente 

46ct/oZo^ + bT'o (aa?o-4S)y + cz^ (ax^ - 4S)2 = 
icay^^x + [axo (aaJo-43) -h'Ibcy^ZQ] i/+ Wy^z^z = 



t") Teor, relativi alle coniche iscritte, drcoscritte e coniugate. Nota del Dott. E. 
Bchtrocher, prof. airUniversità di Breslavia, tradaz. del Dott. G. F azzar i. 
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cw;o(a^o~4S){46ci/o2o-ctXo(«-^o-^S)j ' 
Se ora indichiamo con L, ed H| i semiassi di 9, , si lia 



m CUI 



quindi 



L,%* = 4S.V6V 



E3 ' 



1 = 



«l/o^O 6l/o55o 



Cl/o^o 



byoZo 



a?( 



cyo^o 



^fl 



•fCflXo-iS) 



(aaJo-iS) 



^^ (aflCo-4S)146ci/o2o-flaJo(«aJo-4S)} , 



E=- 



«2/o5^o 61/0^0 



6yo2o 



cyo^o y(aa5o-4S) 



cyo^o 



a?- 



^(aaJo-4S) 6 



a 



ax. 



L,%«= 



•j2 (0x^-48) \kbcy^Zo-aXo{aXo-iS) j ; 
4«S*6«cV2o* 



oa?o(aa;o-4S) j 46cyo2o-»'^o (aXo-4S) | 



=S.triangolot4m4n|. 



Analogamente se denotiamo con L, ed H2 i semiassi della conica <Ps circo- 
scritta al tr. ACM di centro B e con /s^s^s il triangolo polare di Afifi^ rispetto 
a «2 9 ^^" ^3 ^^ ^3 i semiassi della conica 93 circoscritta al tr. ABH di centro C 
e con7lsii?sti3 il triangolo polare di A4B1G, rispetto 93 , si avrà 



L,*M,* Lj*Mj* L3»M,2 



tr./jW^n, tr.^TMjno tr. l^m^n^ 



r.S, 



(1) 
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cioè: 

Teorema I. Varca del reilangoXo dei Bcmiasn di tulle le coniche <Pj che han- 
no il medesimo centro A e passano per due punti B,C è media geometrica fra 
l'area del Ir. ABC e quella del triangolo polare , rispetto a 9^ , del triangolo 
diagonale di ABC. 

Teorema li. Se tre coniche di centro A,B,C hanno tm punto H di comune e 
ciascuna di esse passa inoltre per i centri delle altre due, i rapporti fra i qua- 
drati delle aree dei rettangoli dei loro semiassi e le aree dei tre triangoli pò- 
lari, rispetto a ciascuna di esse, del triangolo diagonale di ABC, sono eguali al- 
Varca del tr. ABC. 

2. Rispetto al tr. fondamentale BCH l'equazione della conica 0| ad esso coniu- 
gata sia 

A»a;« + BV+C«z* = 0. 

Se il punto ^ix^yoZ^) è il centro di 0| , si ha 

agp _ 1/0 _ jSq _ 2St ^ -281X0 

B«C*a C*AV '^ A«B«q E '-B«C«a(2S4+pi/o+(?;5o) + C«AVi»o+A.»B*g*a5o 

284X0 2StXo 



^B«C*o(2S,+p2/o-g;5o)-C»A*p%+A«B«g^Bo"B«C*a(2S4-pt/o+gZo)+C*A*p%-A*B*q*x^ 
essendo S, Tarea del tr. BCH, a, p, g i lati BC,CM,BM ed 

E = B*C*a* + C*A V + A»B«g«. 

Le equazioni delle polari Pi,9i,r|, rispetto a 0|dei punti medii Ai^B^Cf dei 
lati del tr. ABC sono ordinatamente 

B%+ CV^=0 
A*ga?o^ + B*gyoy + CV2S4 + gzo)^ = 
A«pfl?oa? + B«(2S« +pi/o)t/ + C»p2o2 = , 



e quindi 



*'-P^«*'* - E»Xo 



dove 



A=A*B»C*. 
Se ora P, e Q, indicano i semiassi di 0, , si avrà 
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quindi 

p 2Q « 
tr.PiqfA = — ^, 

dove S rappresenta l'area del tr. ABC. 

Analogamente se Pj e Q2 indicano i semiassi della conica 0^ coniugata al tr. 
ACM di centro B e Pt<Jì^\ il triangolo polare di AjB^C, rispetto a 0^; P3 e Q3 i se- 
miassi della conica O3 coniugata al tr. ABM di centro C e p^q^r^ il triangolo po- 
lare di A,B,C| rispetto a 0, , si troverà 

tr.Pi?ir, tr. p^q^r^ tr.pjqfjr, 

cioè: 

Teoreha III. Varea del rettangolo dei semiassi di tutte le coniclie 0^ di cen- 
tro A e per le quali due punti B e C [sono reciproci ^ è media geometrica fra 
Varea del triangolo polare, rispetto a 0^, del triangolo diagonale di ABC e Varea 
del medesimo tr. ABC, presa col segno contrario a quella del triangolo polare. 

Teorema IV. Se si descrivono Ire coniche coi centri A,B,C e rispetto alle quali 
i tr. BCM, CAM, ABM sono ordinatamente coniugati, i rapporti fra' quadrati delle 
aree dei rettangoli dei loro semiassi e le aree dei tre triangoli polari, rispetto 
a ciascuna di esse, del triangolo diagonale di ABC sorw eguali aWarea del trian- 
golo ABC, presa col segno contrario a quella dei triangoli polari. 

3. L'equazione 

A*a?HBy+C*x*-2BC2/5-2CA2a?-2ABa:2/=0 

rappresenta una conica <|/, iscritta nel triangolo fondamentale BCM. 
Se il punto A {x^y^Zo) è il centro di «j/, si ha 

^o _ i/o _ Zq „ 4ABC.S, 



Bg+Cp Ca+Ag Ap+Ba E 



- (Bg + Cp) (2S| + pyo + 9^0) + (Ca + Ag)pa?o + (Ap + Ba)ga;o 

^ 2S,Xo 

(Bq + Cp)(2S4 + p^o -^qzo) - (Ca-f-Ag) pxo + (Ap + Ba)qx^ 

^ 2S^Xo 

(Bq + Cp) (2S4 - pyo + 9^0) + (Ca + Aq)pxQ - (Ap -t- Ba)qfa;o 

dove S, è l'area del tr. BCM, a,p,g i lati BC, CM, BM ed 

E = 4 ABC (Apg + Bga + Cap). 

Ora lo equazioni delle polari 9, ,f, ,U|, rispetto 4^, . dei punti medii A„ B|, Cf> 
VOL. xxni. 26 



Digitized by 



Google 



X 202 )( 
dei Iati del tr. ABC essendo ordinatamente 

-A(Bq + Cp)x + B(Bg - Cp)p + C(-Bg + Gp)z = 

- fL\kqXo - Bqyo - 0(28» + qZo)\ a?f B{ - Xqx^ + Bqy^ - C(2S, + qz^)] y 

+ C{ - AgoJo - Bgi/o + C(2S, + qZo)] z = 

- A} Apoco - B(2S, + pyo)-Cpzo! aj + Bi - ApaJo + BC2S4 + py^) - Cpz^\ y 

-T C|- ApaJo ~ BC2S, -h pt/o) + Cpzol ^ = , 

si avrà 

^ , 8S,«ap*q«A2 

tr-s^r^Wi = '—^^ — , 

* * * a?oE» 

posto 

A = -4A*B«C* 

Ma X T| ed U, indicano i semiassi di <|/| , è 

quindi si avrà 

tr.s,f^W4=--i^, 

essendo S l'area del tr. ABC. 

Similmente se T, ed U^ indicano i semiassi della conica ^^ iscritta nel tr. ACM 
col centro in B ed s^f^t^i il triangolo polare, rispetto a ^^^ di A,B|C, ; T, ed Uj i se- 
miassi della conica ^^ iscritta nel tr. ABU col centro in C ed s^i^u^ il triangolo 
polare di A|B,C| rispetto a ^^, si avrà 



tr.Sjfjttj tr.Sj'jit» tr.SjfjWa 

cioè: 

Teorema V. L'area del retlangolo dei semiasBi di tulle le coniche ^^ di centro 
A e langenli alla rella BC è media geomelrica fra Varca del triangolo polare^ 
rispetto a (]/^, del triangolo diagonale di ABC e Varca del medesimo Ir. ABC, 
presa però col segno contrario a quella del triangolo polare, 

Teoreha vi. Se si descrivono tre coniche A,B>C ordinatamente iscritle nei tr. 
BCM, CAM, ABM, i rapporti fra'quadrati delle aree dei rettangoli dei loro semiassi 
e le aree dei tre triangoli polari, rispetto a ciascuna di esse^ del triangolo dia- 
gonale di ABC sono eguali aWarea del tr. ABC, presa co{ segfno contrario a quella 
dei triangoli polari. 

Altri teoremi, che per brevità tralascio di enunciare , si potrebbero ricavare 
paragonando fra loro le relazioni (1,(2,(3. 
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iQtorno airarUmetica dei sistemi numerici a base negativa 

con particolare riguardo al sistema numerico a base negatifodecìmale per lo studio 

delie sue analogie coirarilmelica ordinaria (decimale) 

MONOGRAFIA 



DI 



VITTORIO GRUNWALD. 



INTRODUZIONE 

In una precedente mia pubblicazione (*) trattando delia divisibilità per (64-r) 
d'un numero N scritto in base 6 (intera e positiva), intravidi la possibilità di sistemi 
numerici a base negativa e quella questione stessa , se non altro dimostrava già 
esservi qualche rel.izione fra i sistemi predetti e quelli a base positiva. Nelle pre- 
senti pagine mi propongo di studiare tale argomento un po' più addentro , inda- 
gando in particolare quale aspetto prenderebbe 1* aritmetica nelle sue più impor- 
tanti ricerche, se fosse fondata su sistemi numerici a base negativa. 

Un numero intero N qualunque si può porre sotto la forma seguente: 

N = Co + e, (-6) + e, (-6)* + C3 {-by + C4 (-6)* + ... + c« (-6)« (1) 

in cui tutte le c^ e 6 rappresentano interi positivi, se inoltre per tutte le c^ si 

hac^<(6— 1), si può brevemente scrivere: N = c,„ c^_| c^j., .. C3C, e, e dire: N è 
scritto in base (-6) colle cifre Co^Ci^c^... 

Esempio: 1 + 3 (-10) + 9 (-10)* + 5 (-10)» f (-10)* = (15931).,o- C*)- 



C) Saggio di aritmetica non decimale pubblicato per le nozze Pardo-Ravenna, 
Verona, 31 gennaio 1884; d'or innanzi sarà brevemente indicato così: Saggio ... 
(*^) Vedi simbolica adottata nell'opuscolo Saggio... succitato. 



Digitized by 



Google 



)( 204 )( 

É facile vedere che la (I) rappresenta un numero intero positivo o negativo a 
seconda che m sarà pari o dispari e quindi : 

I.® Un numero intero scrillo in ba^e (-b) è positivo o negativo, a seconda che 
abbia un numero dispari o pari di cifre. 

Per significare poi un numero radicale (•) qualunque scritto in base (—6), 
avremo 

Co+c,(-6)+c,(-.6)*+...-fc„(-6r (-2) 

più brevemente: 

N = C^ Cfii-I ^«1-2 • • • Vi ^f ^0 » ^-1 ^-« C-s ••• ^-r > 

in cui le e soddisfano tutte alle condizioni anzidette; le e con indice positivo rap- 
presentano la parie intera e quelle con indice negativo la parte radicale dì N , 
queste due parti sono separate dalla virgola radicale, 

IL® Un numero radicale con parte intera scritta in base (~b) è positivo o 
negativo, a seconda che abbia un numero dispari o pari di cifre nella sua parte 
intera. 

HI.® Un numero radicale senza parte intera scritto in base (-b) è positivo 
negativo, a seconda che abbia un numero dispari o pari di zeri radicali a 
sinistra della 1' cifra significativa. 

Si osservino le seguenti particolarità contenute negli esempi qui appresso, 
che facilmente si esprimerebbero quali proprietà dei sistemi numerici a base ne- 
gativo-decimale, come faremo d'or innanzi in tutte le applicazioni, si ha p. e. 

13 < 8, 26 < 23 ; 7,6 < 1,4 ; 18.5 < 7,3 ; 0,18 < 0,07 ; 1,9 < 0,2 ecc. ecc. 

Tutto questo si spiega perchè nei sistemi numerici a base negativa: 
IV.® Ogni b unità di ordine m concorrono a formare V unità negativa del- 
l' ordine (m + 1). 

OssERVAzioivi. A) Le cifre del sistema numerico a base b sono pur quelle del si- 
stema a base (-6) e viceversa. B) Un numero N intero qualunque scritto in base 
(—6) ha tante cifre quante ne avrebbe scrìtto in base (+ b) , oppure ne ha una di più, 

oppure due di più. C) Per N <M < (6-1) N, (considerando N ed M interi ed in 
valore assoluto soltanto) se N si scrive in base (-b) con n cifre, M scritto nella 
stessa base avrà pure n cifre, oppure (n-l-2). D) Un numero N intero che scritto 
in base (4-b) ha un numero dispari di cifre ed in cui le cifre di posto pari sono 
zero ; si scrive nelle basi (± 6) nello stesso modo. E) Un numero N intero che 



C) Vedi Saggio... Cap. V. 
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scrìtto in base (+6) ha un numero pari di cifre ed in cui le cifre di posto dispari 
sono zero , si scrive nelle basi (+ 6) nello stesso modo. W) Da quanto precede 
risulta : il maggior numero in senso assoluto che in base (-6) si scriva con m 
cifre è formato dalla successione periodica della massima cifra significativa 6 — 1 
del sistema collo zero, e quello stesso numero si scrive nello stesso modo anche 
in base (+b); mentre il minor numero in senso assoluto che in base (—6) si scriva 
con m cifre è formato dalFunità seguita dalla successione di cifre anzidette. 

I. 

Oeeervazioni generali sulle operazioni aritmetiohe. (*) 

I. Se gli addendi d* una somma si scrivono tutti con un numero dispari di 
cifre, ciò si verificherà anche per la somma ed analogamente per addendi tutti 
composti d*un numero pari di cifre ecc; solo in questi casi otteniamo una vera som- 
ma aritmetica; che altrimenti riesce una somma algebrica che può anche ridursi 
sensibilmente e perfino annullarsi. 

II. Posto 

N=Co+c,(-ò)+c,(^6)»+C3(-6)H...+c^.3(-6r-Hc„.,(-6r-*+c„.,(~6r-HcJ^^^ 
sarà 

essendo 6>Cy per qualunque valore di r. (f N) e (-N) diconsi numeri eguali-op- 
posti e 8i vede che uno di essi ha necessariamente V unità al 1^ posto a sinistra ; 
la loro somma è identicamente nulla. Nello stesso modo si forma pure il valore 
uguale-opposto d'un numero radicale, talché se, scrivendo p. e. in base negativode- 
cimale, N = 0,49325 sarà (-N) = 1,71895. 

III. La sottrazione non presenta mai il cosiddetto caso impossibile ; che se 
Tuno dei termini ha un numero pari di cifre , e l'altro ne ha un numero dispari , 
allora si tratta d*una somma aritmetica; mentre una vera sottrazione aritmetica si 
verifica soltanto se ambo i termini si compongono di un numero pari o ambidue 
d'un numero dispari di cifre. 

lY. Il prodotto di una moltiplicazione avrà un numero disparì di cifre, se 



(*) Per la ristrettezza dello spazio assegnato al presente lavoro nel Giornale di 
Matematiche non se ne può inserire qui che un sunto. L'intelligenza del lettore sup- 
plirà alla concisione, di cui è stato mestieri fare uso. 
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ambo i fattori avevano un numero dispari di cifre, o ambidue un numero pari; al- 
trimenti il prodotto riesce con un numero pari di cifre; analogamente avviene per 
il quoziente d'una divi«3ìone. 

II. 



Addizione. 

Per agevolare le indagini particolari sulle singole operazioni , esporremo ad- 
dirittura degli esempi scritti sempre in base negativo-decimale: 



I. 



IL 



0.7865 


1865 


0,0034 


34 


1.4355 


14355 


0,0186 


186 


0.9816 





0,9816 




Osserva 


zioni. 



A. Si opera come nelFaritmetica ordinaria per colonne, le decine che si por- 
tano, diminuiscono (vedi sottr.) la somma della colonna successiva, la somma delFul- 
tima colonna si scrive per intero: con una cifra sola, se non è maggiore di 9, al- 
trimenti con tre cifre cosi diciassette = 197 ecc. 

B. Le somme negli esercìzi precedenti confermano quanto si è detto in gene- 
rale nel § precedente alinea I. 

C. La somma di più numeri radicali anche contenenti degli interi può essere 
un numero radicale senza interi. 



HI. 




Sottrazione. 




Esempi scritti in base negativo-decimale: 




I. li. III. 


IV. 


959405 9,5940 0,759405 


0,139405 


1239816 7,8932 0,982344 


0,911261 



19121149 3,7028 1,911261 0,982344 
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Osservazioni. 

A) Anche qui si opera come nell'aritmetica ordinaria per colonne; le decine, 
che si portano , aumentano la diilerenza nella colonna successiva, onde nell* ultima 
colonna se si porta 1, quelFunità si scrive a sinistra di questa stessa colonna. 

B) Gli esercizi II III IV rappresentano vere sottrazioni aritmetiche; Y altro si 
riduce invece ad una somma aritmetica (vedi § precedente, alinea III), per cui la 
differenza può avere più cifre che ciascuno dei termini. (Es. I). 

C) La differenza di numeri radicali senza parte intera può essere un numero 
radicale con parte intera. (Es. III). 



IV. 



Moltiplicazione. 

È facile desumere teoricamente in generale e lo vedremo confermato anche 
negli esempi numerici particolari che qui seguono, che chiamando tn ed n rispet- 
tivamente il numero delle cifre componenti i due fattori interi, il prodotto si com - 
porrà di (m-Mi±1) o di (fn+n— 3) cifre, i quali risultati collimano perfettamente 
anche colla regola dei segni; mentre nelF aritmetica dei sistemi numerici a base 
positiva il prodotto avrebbe come è noto m-{-n) o (m-f?i-l) cifre. Se si tratta di 
fattori radicali ; chiamando risp. m ed n, il numero delle cifre componenti le Ipro 
parti intere, e |i e v quello delle loro parti radicali; il loro prodotto avrà nella 
parte intera tante cifre quante sono indicate dalle formolo precedenti e nella parte 
radicale (yi+v) cifre, come neiraritmetica ordinaria. 

Ulteriori osservazioni si presenteranno opportunamente, dopo aver esposto i 
seguenti esempi scrini in base negativo-decimale. 



1 



II 



III 



IV 



1,81 
1.13 


0,345 
0,13 


19 
15 

15 
19 

5 


9810,003 
20,9101 


143 
261 


815 
19955 


158290181 
9870003 


181 
0.0113 


1,98365 


135630181 
191540006 




1988855,5811481 
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Osservazione: 

A. Si opera in complesso come neiraritra. ordinaria ricordando ripetutamente 
quanto fu detto intorno all'addizione (vedi osser. alinea A). 

B. Sia per fattori interi che per fattori radicali, il numero delle cifre dei 
prodotto negli esempi qui sopra corrisponde alle formole suesposte. 

C. Fattori contenenti ambidue una parte intera, possono fornire un prodotto 
senza parte intera (Es. P) e viceversa fattori senza parte intera , possono fornire 
un prodotto con parte intera (Es. IP). 



Divisione. ^ 

Per analogia a quanto ci risultò nella moltiplicazione potremo concludere, che 
chiamando risp. m ed n il numero dello cifre di dividendo e divisore ( ambidue 
interi), il quoziente approssimato a meno di 1 unità si comporrà di (m—n + 3) ci- 
fre; nelFaritm. ordinaria invece il quoziente avrebbe (m—n) o (m— n+l) cifre. An- 
che queste formole [sono in perfetto accordo colla regola dei segni per la divi* 
sione. 

Però precisamente in base alla regola dei segni , bisogna avere qui delle av- 
vertenze speciali neir incominciare V operazione, appunto per non incorrere in un 
errore di segni. Bisogna adunqne prendere alla sinistra del dividendo una parte 
in valore assoluto non minore del divisore, né maggiore di (6—1) volte il divisore 
chiamando con b il valore assoluto della base del sistema numerico adottato. Es- 
sendo n il numero delle cifre componenti il divisore, il 1.^ dividendo parziale ne 
avrà (n±l), n, oppure (n+2); (Vedi esser. C deirintroduzione) ed a seconda che il 
1*^ quoziente parziale dovrà riuscire positivo o negativo si comporrà di 1 o 2 cifre; 
in seguito però si ottengono le cifre del quoziente ad mia ad una ; epperciò i suc- 
cessivi dividendi parziali dovranno esser tutti del segno del divisore , e quindi di 
segno contrario dei singoli rispettivi resti parziali a meno che la corrispondente 
cifra nel quoziente non sia zero. Onde i resti parziali dovranno soddisfare ad una 
duplice condizione, cioè esser sempre di segno contrario del divisore e per va- 
lore assoluto sempre minori del medesimo: ove questi requisiti non si veriflcassero, 
la successiva cifra nel quoziente risulterebbe nel 1^ caso troppo piccola , nel 2® 
troppo grande. Del resto quest* operazione si eseguisce anche neir aritmetica dei 
sistemi numerici a base negativa come neir aritmetica ordinaria, il che si ve- 
drà confermato negli esempi seguenti, i quali proveranno pure quanto si disse più 
sopra. 
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Esercizi in base negalivo-decimale. 

ir. III. 



236S0 : 


78 = 


1897 


0,0724 


;4,81 = 


1,73 


1,98365:0,345 = 0,73 


78 






181 






19955 


16S6 






262 






815 


1504 






267 i 
154 






815 


1525 





1562 






143 








1630 






11 








1646 












• 



Osservazioni. 

I. Nel caso in cui, come si é fatto negli esempi I e II , il 1^ quoziente par- 
ziale si compone di 2 cifre, le molti[»licazioni e sottrazioni ausiliarie possono ese- 
guirsi per ciascuna delle 2 cifro separatamente. 

IL Vediamo confermato quanto fu di sopra asserito intorno al numero delle 
cifre del quoziente, alla natura dei resti, ecc. 

ni. Finalmente notiamo che contrariamente a quanto si verifica nelP aritme- 
tica ordinaria (Es. Il e III) : 

a) un dividendo senza parte intera con un divisore con parte intera può dare 
un quoziente con parte intera. 

ò) Un dividendo con parte intera con un divisore senza parte intera può dare 
un quoziente senza parte intera. 

VI. 

Moltiplicazioni e Divisioni 
da effettuarsi oon metodi spediti in alcuni casi particolari. 

Biferendoci a quanto si disse su tale argomento nel Saggio... ed ai lemmi che 
egualmente qui si potrebbero proporre, deduciamo senz* altro le seguenti regole 
particolari, trattandosi di numeri scritti in sistemi numerici a base negativa. 

Regola L Per moltiplicare un numero scritto in base (-&) rispettivamente 
voi. xxin. V\ 
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per (—6), (—6),*... (-6),"* basta trasportarne la virgola radicale rispettivamente 
di 1, 2, ... m posti verso destra. 

II. Per moltiplicare un numero scritto in base (-6) rispettivamente per 6,-6%... 
(—1)"*"* (—6)"* basta costruirne il valore uguale-opposto e trasportarne la virgola 
radicale rispettivamente di 1, 2... m posti verso destra. 

IIL Per dividere un numero scritto in base (-6) rispettivamente per (— b), 
(—'>)*> K-^Yi'" (— fc)" basta trasportarne la virgola radicale rispettivamente di 1, 2. 
3, ...m posti verso sinistra. 

IV. Per dividere un numero in base (-6) rispettivamente per 6, - 6* , 6', ... 
(—1)™"* (-6)** basta costruirne il valore uguale-opposto e trasportarne la virgola 
radicale rispettivamente di 1, 2, ...m posti verso sinistra. 

Esempi in base negalivo-decimale. 

18,35X10000=183500 ( 183500:10000=18,35 
7.8,35 X 190000 = 1438500 ( 1438500 : 190000 = 18,35 ^ ' 

V. Per moltiplicare un numero scritto in base (—6) per F**, basta moltipli- 
carlo per (-b)*^, vedi Regola I, e dividere il prodotto ottenuto per f^, essendo 
(-6)=F.A 

VI. Per dividere un numero scritto in base (—6) per F"* basta dividerlo per 
(-ò)*", vedi Begola III, e moltiplicare il quoziente ottenuto per /^, essendo come 
prima (-6) = F./*. Queste ultime due regole sono di convenienza, qualora (P-/) sia 
un numero grande e positivo; che se il numero operatore (moltiplicatore o divi- 
sore) fosse — F"* basterebbe costrurre il valore uguale-opposto del risaltato supe- 
riormente ottenuto. 

Esempi in base negativo decimale. 

9,516X285 = 9516: 12 = 19131,5 ( 19131,5:285=19,1315x12=9,5161 

9,516 : 185 =0,0009516x24 = 0,1943184(0,1943184x185=194,3184: 24=9,516) 

VII. a) Per moltiplicare un numero N scrìtto in base (-6), per V espressione 
(6^'*— r), basta trasportarne la virgola radicale di 2n posti verso destra, e dal ri- 
sultato levare il prodotto r.N. 

6) Per moltiplicare un numero N scritto in base (-6), per l'espressione (5**"*"'-f-r) 
basta trasportarne la virgola radicale di (2n+t) posti verso destra, ed al risultato 
aggiungere il prodotto r.N (•). 



(*) Veggasi ancora la divisione per (6 fi), nei criterii di divisibilità, Capitolo IX, A. 
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esempi in base negcuivo-decimaie, 

9516 \ 

I. 9,516x116 = \ "^^^* ! = 983,956 essendo I16 = (-10)»-* ; 
983956 ) 
f9576 
9516 
Verifica. <152196 ) = 983,956. 



\ 983956 
/9516 



li. 9,576x10011 =j_|^^[ = 95195,112 essendo lOOll = (-10)*-3 ; 
(951951 1'2] 
/9516 
9516 
Verifica { 140152) = 95195,112. 



195195712/ 
/9516 



III. 9,576X100005 = j = 951763,220. 
[951163220) 

[9576 

IV. 9,516x10000006 ^ ) ^^2 196r ^^^ 95160152,196. 



\95160l 52,196) 

vn. 

Osservazioni generali sulP innalzamento a potenza 
ed in partioolare alla potenza 2^ e 3* dei numeri soritti in base (—6) 

I. Se la parte intera di un numero radicale si compone d'un numero disparì di 
cifre, ciò si verifica pure per una sua potenza di grado qualunque. 

II. La parte intera della potenza di grado pari d' un numero radicale qua- 
lunque si compone sempre d'un numero dispari di cifre. 
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III. Se la parte intera di un numero radicale si compone d' un numero pari 
di cifre la parte intera d'una sua potenza di grado n si comporrà pure d*un nu- 
mero pari di cifre o no a seconda che n sarà dispari o pari. 

IV. Se un numero ha m cifre radicali, la sua potenza n*»»™* ne avrà mn. 

V. Se un numero intero finisce per m zeri, la sua potenza n^^^ finirà con 
m.n. zeri. 

VI. Il quadrato d'un numero intero termina colla medesima cifra Cq tanto scriito 
in base (-6) come scritto in base (+6); affinchè un numero scrìtto in base (-6) 
sia quadrato d*un altro numero, è necessario che termini per una di queste cifre 
Cq per cui terminano i quadrati dei numeri scritti in base (-1-6), altrimenti è ne- 
cessariamente non-quadrato. 

VII. Analogamente : La potenza di grado vi qualunque d'un numero intero, 
termina colla medesima cifra Cq tanto scritto in base (—6) quanto in base (+b) (*). 

Vili. Le potenze del medesimo grado dispari di due numeri interi uguali-op- 
posti scritti in base (-6) terminano per cifre complementari cioè per c^ Tuna 
e per (ò-c^) Valtra, onde p. e. nelle basi (+9) i cubi terminano necessariamente 
per 0,1 od 8 ecc. 

IX. Le potenze del medesimo grado pari di due numeri uguali-opposti si scri- 
vono neiridentico modo nella medesima base, poiché è sempre (i- a) -"•-(— a)***. 

X. Se invece di numeri interi si tratta di numeri radicali, quello che più so- 
pra è detto della cifra Cq vale in questo caso invece per la cifra c.^ (vedi intro- 
duzione). 

A. Innalzamento a quadralo dei numeri interi o radicali 
scritti in base (—6). 

Per riguardo al numero delle cifre della parte intera e radicale del risultato 
basta riferirsi a quanto è detto in proposito nel Capitolo IV. É di speciale inte- 
resse soltanto rinnalzamento diretto a quadrato di 2 numeri uguali opposti, perchè 
dovendo dare risultati identici offrono cosi un prezioso elemento di controllo per 
l'esattezza del calcolo, anche senza ricorrere alla diretta moltiplicazione. 



(•) Veggasi le tavole a pag. 39 e 40 del « Saggio ... » e le osservazioni re- 
lative. 
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Vediamone un esempio scritto, al solito, in baso negativo-decimale. 

4 

1929 
1714 
121 
4S8 

100 
I8S0540 
169 



N = (23,9107)* = 



=480,03315569 : (-N)«=(198.2913)«=480,03315569. 
omessa Toperazione diretta per brevità. 



48003315569 



Osservazioni. 



I. I termini quadrati si compongono tutti di un numero dispari di cifre e cosi 
è pure dispari il numero complessivo delle cifre del quadrato e della sua parte 
intera; è sempre pari il numero delle cifre della parte radicale. 

II. I termini rappresentanti doppio-prodotto riescono alternativamente com- 
posti il 1^ d'un numero dispari di cifre, il secondo d* un numero pari e cosi via. 
Tutto questo altro non è che una continua conferma della regola dei segni e s' in- 
tende del resto molto facilmente da se. 

III. Se (±N) ha n cifre complessivamente, le unità semplici nel 1® termine dello 
sviluppo di (±N)* saranno seguite da (2n~2) cifre complessivamente , come nel- 
Faritmetica ordinaria. 

IV. Neir aritmetica ordinaria (±N)* avrebbe o 2n o 2n-i cifre complessiva- 
mente. Scrivendo invece in base (-6) , (±N)* ne potrà avere (2n±\) o (2n-3): 
dunque di più o di meno ma non mai 2/1 (vedi anche 1). Se si compone di (2n+l) 
cifre, la 1* cifra a sinistra è Y unità. 

V. (±N) con parte intera può dare (±N)* senza parte intera e viceversa (±N) 
senza parte intera (Vedi Gap. IV osservazione C) può dare (±N)* con parte intera. 

B) Innalzamenlo a cubo dei numeri interi o radicali 
scritti in base (-6). 

La reiterata applicazione delle norme stabilite nel Gap. IV cMUumina tosto 
intorno al numero delle cifre della parte intera e radicale del cubo risultante. An- 
che qui r innalzamento diretto a cubo di due numeri uguali-opposti fornisce un 
controllo ragguardevole delFesattezza del calcoli, dappoiché i due risultati devono 
pure essere numeri uguali-opposti. 

Facciamo simile operazione sopra un numero scritto in base negaUvo deci- 
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^ 8 

ne 

, 1S4 
187 
13803 
5949 
< 889 

N3= (23,9101)3=1 ,904283 

61T1000 
14882906100 
3431970 
463 



^ = 6335,140195928163 



6335,140195928163 
e ripetendo la diretta operazione sopra il numero (~N) si otterrebbe 

(-N)» = 15885,060026292057 



ed essendo 
si avrà 



i^W= 6335,140195928163 

(4-N)« + (-N)3 = N»-N3 = 0. 
Osservazioni: 



I. I termini cubici si compongono tutti d'un numero dispari di cifre, e cosi 

e pure dìspari il numero delle cifre dei termini della forma 3a^^ , essendo p~< 9 
(numero d*una cifra sola), e nel cubo risultante (=tN)' è pari o dispari il numero 
delle cifre della parte intera a seconda che era rispettivamente pari o dispari nella 
parte intera della radice (:i:N) ed analogamente la parte radicale di (±N)' si com* 
pone d*un numero pari o dispari di cifre a seconda che ò rispettivamente pari o 
dispari il numero delle cifre radicali di (±N). 

IT. I termini rappresentanti la forma 3a^^ (valendo per ^ quanto sopra) sono 
alternativamente composti il 1^ d'un numero dispari di cifre, il secondo d' un nu- 
mero pari ecc. ecc. 

Anche qui tutto questo non è che una continua conferma della regola dei se- 
gni e che si sarebbe del resto molto facilmente preveduto senz altro. 

HI. Se {±1X) ha n cifre complessivamente, le unità semplici del P termine 
dello sviluppo di {±ììy saranno seguite da (3n-3] cifre complessivamente , come 
neiraritmetica ordinaria. 
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IV. Neiraritraetica ordinaria (+N)' avrebbe 3n, (3n-1) o (3n-2) cifre com- 
plessivamente. Scrivendo invece in base (-6), (±N)' né potrà avere 3a, (3n-2), 
(371-4), {3n-6): dunque di meno, ma al massimo 3n come nell'aritmetica ordinaria. 

V. {=±:N) con parte intera può dare (±N)' senza parte intera, ma non mai vi- 
ceversa. 

Vili. 

Osservazioni generali sulPEetrazione di radice, ed in particolare 
sulle radici 2' e 3* dei numeri scritti in base (-6). 

I. Se la parte intera del radicando N si compone d*un numero dispari di ci- 
fre, esìsterà sempre per lo meno una sua radice reale di grado qualunque^ e la 
sua parte intera si comporrà pur sempre d*un numero dispari di cifre. 

Inoltre ogni radice di grado pari qualunque di N, ammette necessariamente 
due valori reali uguali-opposti direttamente calcolabili. 

II. Se la parte intera di N si compone d'un numero pari di cifre, ne saranno 
reali solo le radici dì grado dispari, ciascuna delle quali ha necessariamente un 
valore reale la cui parte intera avrà pur sempre un numero pari di cifre. Le ra- 
dici di grado pari di N sono invece immaginarie. 

III. Le radici del medesimo grado pari di due numeri uguali-opposti sono 
naturalmente Tuna reale e l'altra immaginaria. 

IV. Le radici del medesimo grado dispari di due numeri uguali-opposti sono 
naturalmente entrambe reali e rispettivamente uguali-opposti. 

V. Essendo n l'indice di radice, se il radicando N ha mn cifre radicali, col 
loro mezzo si possono sempre come nell* aritmetica ordinaria direttamente calcola- 
re m cifre radicali della radice e talvolta, come vedremo in seguito anche (m+t). 

VI. Nella decomposizione di N in gruppi, come nell'aritmetica ordinaria per ot- 
tenere le successive cifre della radice di grado n, il 1^ gruppo a sinistra di N 
(scritto in base neg.) può riescir deficiente, se n è dispari , ma deve riescir defi- 
ciente (e precisamente composto di un numero dispari di cifre) per n pari. Se N 
non contiene parte intera ed n è pari , la virgola dovrà essere seguita da un nu- 
mero dispari di zeri radicali, altrimenti la radice è immaginaria. 

VII Non può esistere radice esatta d' un numero N, qualora non termini per 
quella cifra Co ossia c^,. di cui agli alinea VI e segg. nelle osservazioni generali 
del $ precedente. 

A. Estrazione di radice quadrata dai numeri interi e radicali 
scritti in base (-6). 

Interessa specialmente il calcolo diretto delle due radici uguali opposto d'un 
ra<]icando positivo proposto, perchè tale procedimento ci fornisce un controllo 
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scatnbievole dell' esattezza delle 2 operazioni , astrazlon fatta dall' innalzamento a 
quadrato per riprodurre il radicando. 

Oome al solito offriamo un esempio scritto in base negativo-decimale. 



I. 



II. 



Calcolo detta radice positiva 

n/480,0331 = 198,29 

1 9* = 1 Sempre approsiimato 
___^ per difetto 

380 : 188 X 8 
384 



160,3:1762X2 
132 4 



4998,1 : 11649X9 
4828 1 



Calcolo della radice negativa 

V48U,0331 = 23,91 

2 = 4 o esatto approssimato 
per eccesso 

080 : 43 X 3 
1929 



11103:469x9 
17261 



1850 



4^3,1 : 4581x1 
4581 

1850 



Ossei^azioni. 

I. Come già fu accennato neir introduzione a questo capitolo il 1^ gruppo a 
sinistra del radicando deve essere difettivo (composto d'una sola cifra), aOiiichè la 
radice sia reale. 

IL A seconda che si consideri il detto 1^ gruppo come quadrato d*un numero 
positivo negativo si ottiene poi col seguito deli* operazione direttamente Y uno o 
l'altro dei due valori uguali- opposti della radice. 

III. Considerando il 1^ gruppo come quadrato di un numero negativo calcole- 
remo la sua radice sempre per difetto, purché quel 1® gruppo non rappresenti 
Funità positiva, nel qual caso bisogna ricorrere al complesso dei due primi gruppi, 
che per la valutazione della radice sarà considerato come il quadrato d*un numero 
positivo che noi determineremo ancora per difetto ; se quel complesso fosse un 
quadrato esatto, ne daremo la radice esatta. 

lY. Considerando poi il primo gruppo come quadrato di un numero positivo 
ne calcoleremo la radice sempre per eccesso, purché quel primo gruppo non sia 
un quadrato perfetto, nel qual caso, ne piglieremo la radice esatta. 

y. 1 residui /inali nelle due radici uguali-opposte sono sempre uguali ed i 
residui parziali devono non superare il doppio della radice rispettivamente sia al- 
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ora trovata e soddisfare inoltre naturalmente alle norme relative ai resti parziali 
nelle divisioni (Vedi Capitolo V). 

VI. Il numero delle cifre significative direttamente ottenute nella radice, può 
essere minore ed anche maggiore del numero dei gruppi di cifre significative del 
radicando ; il primo caso si verifica, allorquando per ottenere la prima cifra della 
radice si deve ricorrere al complesso dei primi 2 gruppi sigoincativi del radicando, 
perchè il primo gruppo darebbe per difetto la radice nulla. 

VII. Il radicando senza interi può fornire una radice con parte intera e vice- 
versa. 

B. Estrazione di radice cubica da numeri interi o radicali scrini iu base {-h). 

Qui interessa in modo speciale l' estrazione diretta da due radicandi uguali- 
opposti che devono appunto fornirci risultati uguali-opposti ; a titolo di controllo 
eseguiremo anche qui adunque come nel caso precedente ambedue le operazioni 
con procedimento diretto. 

S'abbia adunque un radicando scritto al solito in base negativo decimale. 



I. 



II. 



V6335U0195 = 2391 
8 



1833S : 19-2 
116 
154 
181 

1228140 : 941 
13803 
S949 
889 

1918811.95 : 1904283 
1904283 
611 

r 

1488124 
voi. XXill. 



Vl5885060025 = 19829 
19 



16885 : 3 
184 
1808 
692 

19130,60 : 19032 
18064 
396 
8 



1261120,25 : 1905132 
1265548 
164866 
889 



132096 



28 
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Osservazioni. 

I. Dei gruppi ternari del radicando, il primo a sinistra può essere completo 
incompleto. 

II. La parte intera del radicando e della radice contengono o tutte due un 
numero dispari di cifre, o tutte due un numero pari di cifre. 

III. Radicandi uguali-opposti danno radici cubiche uguali-opposte e resti final 
pure uguali-opposti. 

IV. Se il 2'' gruppo a sinistra del radicando si compone di due cifre, esso dai 
luogo alle due prime cifre della radice che viene calcolata per difetto; negli altri 
casi si calcola invece per eccesso la radice del 1® gruppo, il quale se è > (6-1)', 
fornirà le tre prime cifre addirittura della radice , che in base negativo-decimale 
si presenterà p. e. sotto la forma 190. Solo se il V gruppo è un cubo perfetto, 
se ne piglia la radice esatta. 

y. Nulla cambia per rispetto alla continuazione del calcolo , che si effettua 
quindi come nelf aritmetica ordinaria. Merita soltanto speciale osservazione , che 
i singoli divisori essendo della forma 3a*, essi si compongono tutti d' un numero 
dispari di cifre e sarà quindi pari il numero delle cifre componenti i singoli resti 
parziali. Solo il resto corrispondente alla cifra nella radice potrà risultare com- 
posto d'un numero dispari di cifre, che altrimenti quel resio sarebbe indizio che 
r ultima cifra trovata fu troppo piccola ; se poi il resto riescisse numericamente 
maggiore di 3?^ + 3p= 3p (p+1), ciò significherebbe essere troppo grande T ultima 
cifra trovata nella radice, chiamata simbolicamente p. 

71. 11 numero complessivo delle cifre della radice non è mai minore del nu- 
mero dei gruppi del radicando, può invece essergli uguale e maggiore di 1 o 2 
unità. 

VII. Il radicando senza parte intera può dar luogo a radice cubica con parte 
intera ; ma un radicando con parte intera dà sempre una radice con parte intera. 

IX. 

Criteri di divieibilità per numeri scritti in base negativa. 

A. Criteri generali di divisibililà per numeri scritli in base negativa 

qìmlunque. 

Riferendomi a quanto ne è detto in proposito nel Capitolo corrispondente (I) 
del mio Saggio ... dirò qui che si conservano tali e quali i criteri di divisibi- 
lità per (-6), {-by , (-6)' , ... (-6/, /',^,/'^...^» essendo f un sottomultiplo qua- 
lunque di 6. Il criterio di divisibilità dun numero N.^ per (6-1) è uguale a quello 
di N^ per (6-h I), e viceversa. 
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Il criterio di divisibilità di un numero N.^ per (6-r) è eguale a quello dì N^ 
per (6+r), e viceversa. 

ossia: N.ft ed N^ divisi per (ò+r) danno resti uguali e così pure N.^ ed N_^ di- 
visi per (6— r) danno resti uguali, e finalmente: N.^ è divisibile per ?i, se la somma 

m 

- (-0'* Cp Tp è divisibile per n; in generale: quella somma ed N.^ divisi per n 



danno resti uguali. 

B. Crileri speciali di divisibililà per numeri scrilli in 6ose negative -decimale. 
In conseguenza delle osservazioni fatte qui sopra , otterremo ancora le se 
guanti speciali. 

I. Si conservano intatti come neiraritmetica ordinaria i criteri di divisibilità, 
per la base, una sua potenza qualsiasi; un suo sottomultiplo in prima od altra 
potenza qualunque. 

II. Il criterio della divisibilità per 9 nell'aritmetica ordinaria è quello per un^ 
dici neiraritmetica a base negativa decimale e viceversa. 

III. Un numero N scritto in base negativo-decimale è divisibile per 7 o per 
tredici, se diviso in gruppi ternari, la loro somma riesce risp. divisibile per 7 o 
per tredici. 

IV. Un numero N scritto in base negativo-decimale è divisibile per trentasette, 
se diviso in gruppi ternari, la somma dei gruppi di posto dispari diminuita della 
somma degli altri gruppi dia una dilìerenza divisibile per trentasette. 

V. La divisibilità per quarantuno differisce da quella per trentasette, solo in- 
quantochè nella prima si richiede la formazione di gruppi quinarii. 

Applicazione dei criterii di divisibililà. 

I. Dividendo per (h-\-i) un numero scritto in base (-6) la divisione si può ri- 
durre ad una sottrazione, in conseguenza si può fare altrettanto dividendo per un- 
dici un numero scritto in base negativo-decimale. 

Esempio: 7869512 : 191:^^649128 si può ottenere collo schema seguente: Looom^^I 

Questo stèsso procedimento vale ancora per un numero radicale e con una 
piccolissima modificazione nel dividendo (previa sottrazione del resto della divi- 
sione) anche per dividendi non multipli di undici (Vedi Saggio pag. 6 Nota). 

II. Sia N un numero qualunque scritto in base (—6); ed R quel numero che 
da N si ottiene disponendo le sue cifre in un ordine qualsivoglia , sarà sempre 
N-R^M(6+1) (Vedi Saggio pag. 6). 

III. Alla prova per 9 delle operazioni deiraritmetica ordinaria ed a quella per 
(6-1) per quella dei sistemi a baso positiva 6 qualunque, corrisponde in tutto e per 
tutto rispettivamente la prova per undici neir aritmetica del sistema numerica a 
base negativo-decimale, come in generale la prova per (6+1) neiraritmetica dei si- 
stemi numerici a base aegativa (-6) qualunque. 
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Per la ristrettezza dello spazio dovettero essere omessi qui maggiori dettagli 
intorno a tali argomenti che non sono certo privi d'interesse e cosi pure le os- 
servazioni intorno ai numeri primi, ai divisori semplici e composti dei numeri, al 
numero dei divisori ecc. ecc. 

X. 

Trasformazione delle frazioni ordinarie in radioali e vìoeversa. 

A. Problema diretto. 

N 
Data la frazione F=-Tr> avremo risolto il problema , se le possiamo dare la 

j^ Nx(-6)"*'D 

forma F = . ' ed arriveremo a questa ponendo F = — . ^,^' . purché sia 

Nx(— 6)**:D=N,= numero intero; supponendo adunque D primo con N, la soluzione 
del problema dipenderà dalla divisibilità o meno di (-^-6)"* per D. Nel l^ caso esiste 
una frazione radicale finita equivalente alla frazione ordinaria proposta ; nel 2® caso 
invece si genera una frazione radicale infinita, la quale, con perfetta analogia a 
quanto avviene per le frazioni decimali neil* aritmetica ordinaria, sarà o periodica 
semplice o periodica mista, a seconda che D sia primo o non primo con b. Trat- 
tandosi di una ripetizione dei ragionamenti analoghi fatti nel Saggio . . . veggasi 
ivi per maggiori ragguagli su tale argomento il Capo III pag. 22 e seg. 

B. Problema inverso. 

Data una frazione radicale, se 6 finita, il problema ò tosto risolto , scriven- 
dola sotto forma di frazione ordinaria e se si vuole, riducendola ancora ai mini- 
mi termini. Se poi è infinita, distinguiamo: 

L Se è periodica semplice col periodo ic composto di n cifre, la frazione or- 
dinaria generatrice della medesima sarà F= ^ . . 

II. Se è periodica mista col periodo ic composto di n cifre, e T antiperiodo 

Q di m cifre, la sua generatrice sarà. F= } ~ ,w V^L * 

[(-6r-l](-6r 

Le ultime due formole facilmente si tradurrebbero in regole, che suonereb- 
bero come quelle corrispondenti per le frazioni decimali periodiche, di cui la di- 
mostrazione fu pure ripetuta nel Saggio a pag. 22 e seg. 

XI. 
Passaggio da un sistema numerìoo ad un altro. 

Questo passaggio può avvenire tra due sistemi entrambi a basi positive, op- 
pure Tuno a base negativa e 1* altro a base positiva distinguendo ancora se le 2 
bas| sieno uguali- opposte od anche numericamente diverse. 
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Date però le norme per effettuare il passaggio anzidetto pel l"* caso (per ba- 
si entrambe positive, studiato per esteso nel Saggio. Gap. Vili a pag. 36-37, fa- 
cilmente s' intuisce e di leggeri si verifica che le identiche norme con insignifi- 
canti modificazioni, che pure senz*altro sMntendono, valgono per tutti gli altri pas- 
saggi possibili. 



I. 

Dico: (1835)g = (15823).,o 
Infatti: Scrivendo in base 9 
positivo si ha: 

+7835:-ll=-712+-^ (3 

-712 :-!!=+ 64+ -^j (2 

+ 64:-1l=-5+-i^ (8 



-5:-.ll=+l+3jy (5 



Esempii. 

IL 

Dico (l5823L,o=(1835)9 

Infatti : scrivendo in base 9 
positivo si ha 

15823 



X(-11)-5 



+6i 



-712 



+7835 Ig 



Per maggiori rag- 
guagli e pei ragiona- 
menti analoghi si 
manda il lettore alle 
pag. 35-37 succitate 
del Saggio, 



Per la ricerca della base ancorché negativa di quel sistema numerico in cui 
N fosse scritto in un modo prestabilito si opera come trattandosi di basi positive. 
È poi interessante notare e facile dimostrare il fatto che: 

I. Un numero N non può essere scritto nel medesimo modo in due o più basi 
numericamente diverse di segno eguale purché N non sia minore della minore 
delle basì considerate. 

II. Un numero N può essere scrìtto nel medesimo modo in due basi uguali- 
opposte oppure in due basi numeriche diverse e di segno diverso. Se N non ò 
minore della minore delle basi considerate , esso non potrà essere scritto in un 
terzo sistema come fu scritto in altri due ; e precisamente : 

se N è pos. , esso si scrive nello basi (±:6) nella medesima maniera, purché sia 
c,=c,=C5=:...=c,«.4=0, essendo (2m-i-l) il numero delle cifre di N. 
se N é neg., esso si scrive nelle basi (+ 6) nella medesima maniera , purché sia 
C9=Cj=C4=.-.=C2a,_t=0, essendo (2m) il numero delle cifre di N. 

Verona, 24 Aprile 1884. 
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BETTIFICA DI UN TEOREMA E DIMOSTRAZIONE DI ALCUNI TEOREMI 

GEOMETRICI 



PER 



GEMINIANO PIRONDINI 



Scopo di questa nota è di rettificare il teorema enunciato alla fìne del § 9 
(Iella mia nota Sulle linee di curvatura e sulle superfìcie che ammellono una 
evoluta comune , inserita nel volume XXII® di questo giornale , e di esporre 
inoltre alcuni teoremi geometrici. 

Proponiamoci anzitutto di determinare le eliche le cui normali principali in- 
contrano tutte una retta fissa. Siano A , Af , A^ punti consecutivi 

dcirelica domandata E ; a, a^ , cij i corrispondenti punti della se- 
zione retta e del cilifidro; le normali principali A^N^ deirelica sono parallele alle 
normali a^n^- della sezione retta. 

Si supponga che le normali principali A^N^ incontrino tutte quante una retta 
lissa R nei punti P^ ; siano p^ le proiezioni dei punti P^ sul piano ic della sezione 
retta e o il punto in cui tale piano è incontrato dalla retta B. Abbiamo : 

-— = cost. , ossia : -V- = c^st. 

Se reciprocamente nel piano tc della sezione retta e di un cilindro, contenente 
un'elica E, esiste una retta segante le normali di e nei punti p^ tali , che si ab- 

bia-^= cost, conducendo per i punti p^ delle perpendicolari p^P^ al piano - 

eguali ad a,A,. , i punti estremi P, si trovano sulle normali principali A^N,- deir e- 
lica E e sono distribuiti sopra una retta R che passa per o ; quindi le normali 
principali deirelica E incontrano la retta fissa R. Ora, poiché il luogo di A è un'e- 
lica, la distanza a^A^ è una funzione lineare delFarco s della sezione retta e; per 
conseguenza sarà ancora 

opf = 08 4- 6 
con a e 6 costanti; e quindi differenziando : 

d(opi) - PìPm = a,ds 
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Sì conclude di qui che « Le eliche domandale E sono tulle e sole quelle dei 
cilindri le cui sezioni rette ó go iono della proprietà caratteristica che gli archi 
elementari sono proporzionali ai segmenti consecutivi, determinati dalle normali 
delle curve e sopra una reità fissa r ». 

Scelta la curva e godente la detta proprietà e sul cilindro la cui sezione 
retta è e descritta un'elica E , è facile determinare la retta R incontrata da tutte 
le normali principali di £. 

Infatti nel punto in cui la sezione retta e è incontrata dall' elica E, la retta 
a^A| è nulla e tale per conseguenza deve essere anche la corrispondente opi : 
dunque il punto o in cui R incontra il piano ic della sezione retta ò T intersezione 
della retta r colla normale ad e, nel punto in cui essa è incontrata dall' elica E. 

L'inclinazione i di R sulla sua prelezione r si determina facilmente ; poiché, 
essendo : 

d(Opi) __ ds 



d(p,P,) d(a,A,) 

se indichiamo con (o Tangolo costante sotto il quale l'elica E sega le generatrici 
del cilindro, sarà: 

cotgi- otangio. 

La questione è dunque ridotta a determinare le curve piane e, aventi la pro- 
prietà caratteristica anzidetta. Indichiamo con x, y le coordinate dei punti di e, 
con a, ^ gli angoli fatti dalla tangente, con X , pi gli angoli fatti dalla normale 
rispettivamente colFasse delle x e delle j/. 

Sia e' la curva ottenuta da e staccando sulle sue normali dei segmenti H; in- 
dichiamo con S, 7] \ò coordinate dei punti di e' con ds Tarco elementare di e, con 
d(7 quello di e'. Avremo: 



dalle quali col ricordare che 



S = JB - H cosX 


)j = 2/-Hcos|A, 


ire che: 




dcosa cosX " 
ds "^ p ' 


dcosp _cospi 
ds p 


dcosX cosa 
ds ~ p 


dcos|ii cosp 
ds ~ p 



(nelle quali p è il raggio di curvatura di e) si deduce: 

^ = 1(1 + -j cosa- ^cosXJ^ 
d>j ( / . H \ - dH I ds 
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La condizione necessaria e sufficiente accioccliè si abbia (come è richiesto 

nel nostro caso) t-= ^ t è che sia verificata la relazione: 
ds 



<•> i^^iy^m-"- 



So dunque la H si sceglie in modo da verificare questa reiasione, le prece- 
denti divengono: 



P 
Con un'altra derivazione si ottiene: 



ri§ r / , . H \ dn ,11 

-=[(!+- jcosa--3j cosXj- 

d»J r / . H\ „ aH 11 



Indicando quindi con p' il raggio di curvatura di e\ sarà: 

p*» o*ld8\ p/ pdsJ o*L p d8*J 
Siccome nel nostro caso deve essere -r = , dovremo avere: 

(3) !ÌZ = Ì!H 

^^^ p (tó« • 

Quindi, insieme colla (1), debbono essere verificate le (2), (3): è facile però 
vedere che la (3) è una conseguenza necessaria delle (l), (2); infatti colla deriva - 
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\ P/dsV P/ d8 ds* 



la quale divìsa membro a membro per la (2) dà la (3). 

Quindi basterà soddisfare alle due condizioni (1), (2); quest'ultima, potendosi 
scrifere: 

gdH^H dp 

ds p ds * 

ci offre: 

H* = m« p 

con m costante arbitraria. Da questa si deduce : 

dH ^ ±^ dg^ J. = ^, 

d8 2>/ p (Is ' p V p 

i quali valori sostituiti nella (1) la riducono alla seguente : 

dalla quale si deduce: 

fn r do 

s=-2 / — - 4- costante. 

/ y(a*-l>T2m^/p-m« 

Supponiamo di avere fatto questa quadratura, la quale non offre alcuna dif- 
ficoltà, e di avere ricavato dalla relazione che si ottiene: 

<p(8) = p. 

Allora le coordinate x, y dei punti della curva domandata e avranno eviden* 
temente queste espressioni : 



Cd 



=/ •'"^^^ /^)]*' + P 5 J' = /««" [k+ /,|j] *'+?' 



dove K p^ 9 sono delle costanti. 

voL. uni. 29 
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Trovata in tal modo la curva piana e, si costruirà il cilindro avente e per 
sezione retta e su di questo tracceremo un'elica qualunque E; tenendo allora 
conto della formolaH=±mVp"la quale serve per descrivere la retta r e applicando 
inoltre le precedenti osservazioni, si potrà facilmente costruire la retta R incon- 
trata da tutte le normali principali di E. Facendo ruotare la curva E attorno alla 
retta R, essa rimane nelle sue varie posizioni geodetica della superficie di rivolu- 
zione generata S. 

Questo risultato ci mostra che, contrariamente a quanto ho asserito nel luogo 
citato, vi è una classe di superficie in cui le linee di curvatura di un sistema so- 
no piane e che hanno per falda dell'evoluta ad esse corrispondente una superficie 
di rotazione; la ricerca di tali superficie non offre ormai più alcuna difficoltà. 

Le superficie di rotazione S precedenti sono le uniche superficie di rivoluzione 
che abbiano una geodetica per linea d'ombra, relativa a raggi luminosi paralleli. 



Tn altro mio scritto ho dimostrato che la condizione necessaria e sufficiente 
onde una superficie gobba data a priori sia la superficie gobba delle normali 
principali di una linea, è che sia verificata la relazione: 



(4) w'dbdarctg[ ^^(a+ f* ic') ] = 0, 



dove (w, Tc), (w% ir') rappresentano l'angolo e la minima distanza di due genera- 
trici consecutive rispettivamente nella superficie data e nella sua coniugata ; a è 
una costante arbitraria ed 8^ è l'arco della linea di stringimento. 

Se ora la superficie gobba è a piano direttore ( che prenderemo per piano 
coordinato o^), essa tocca lungo la linea di stringimento L un cilindro avente 
le generatrici parallele all'asse delle z. Indicheremo con 8 l'arco della sezione retta 
S di questo cilindro e con p il suo raggio di curvatura. Avremo evidentemente: 

Essendo poi m eguale all'angolo di contigenza della sezione retta S, e ic Tau- 
roento dell'altezza relativo alla L, nel passaggio da un suo punto al consecutivo, 
avremo 

ds 

P 

Sostituendo questi valori nella (4), essa diviene: 

1 ds 

- -— • (a + 8) = costante = m , 

p dz 
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ossia: 

(5) mz=j . 

Questa è la relazione in cui si trasforma la (4) quando si considerano le su- 
perficie gobbe delle normali principali delle eliche.-*Si può determinare il signifl- 
calo geometrico delle costanti m, a: osservando infatti che nella relazione: 

mdz=:^{a + 8)'- 

ds 
il fattore — è Tangolo di contingenza della sezione retta S e che quindi è eguale 

all'angolo di contingenza — della sezione retta £ del cilindro, che contiene T eli- 
ca E di cui la curva L è linea di stringimento della superficie gobba delle nor- 
mali principali; osservando inoltre che dz, relativa alla L, è eguale alla quantità 
analoga d(, relativa alFelica E, avremo . 



da cui: 



^,^JaJj)do 



di a + 8 
ds r 



Ma -j- == cotgct), essendo co Tinclinazione costante deirelica E sulle generatrici 
do 

del cilindro; d*altronde : r = ft + s con /d costante. Quindi 

. a + 8 

mcotgco = ^j-p^. 

Siccome il primo membro è costante, dovremo avere: 

e per conseguenza: 

m = tangio 

Cosi si sono stabiliti i significati geometrici di a, m nella relazione (5). 
La relazione (5) ci dà immediatamente una delle linee L, S quando se ne co- 
nosce l'altra. Cosi ad es. se la L è un'elica, deve essere: 



fo + 8 
p8 + q = wz = 1 

j ù 



'ds 
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o , s 

? = ;: + :;' 
p P 



la quale ci mostra che la sezione retta S è una spirale logaritmica. 

Siccome poi la sezione retta S è una nuova spirale logaritmica, si giunge cosi 
al noto teorema « Fra le eliche^ solamente le cilindro-coniche hanno per linea 
di stringimento della superficie gobba delle normali principali un'elica ct*un ci- 
}indro parallelo al primo ». Se si mette la condizione che S sia un cerchio, 
avremo: 

f = costante = K , 
e quindi : 

2mhz = (8+a)*. 

Questa equazione ci dimostra il seguente teorema: 

a La linea di stringimento L della superficie gobba delle normali principali 
di un'elica E, descritta sopra un cilindro la cui sezione retta S è una st;i(up- 
pante di cerchio di raggio k, e segante le generatrici sotto Vangelo cii)=arctgm 
è una parabola di parametro 2mk, il cui piano è picgaio sul cilindro circolare, 
che ha per sezione retta revoluta S di £. Il vertice della parabola è nel punto 
in cui Velica E sega la generatrice di regresso^ e Vasse della curva coincide con 
questa generatrice n. 



Le coordinate ce, t/, z dei punti di una sfera di raggio B possono esprimersi 
nel modo seguente: 

oj = p cos(u4-v), 1/ = p sen(u + 1?), z = VR*-p*. 

In queste formolo u e v sono due variabili fra loro indipendenti , p è una 
funzione arbitraria di u, e i paralleli vengono rappresentati dairequazione u=co8t. 
Quando le linee sferiche v = cost. sono lossodromie, si ha: 



COSI = cos (u , v) = -^ = K , 

VpHh*-p*) + R*p'* 

con R costante; questa relazione si può scrivere: 

K«R* 
PVR»-P*) = ^.P'S 

dalla quale sarebbe facile determinare p in funzione di u. 
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Se ora invece le linee sferiche v = cost. si determinano colla condizione che 
esse, muovendosi di moto elicoidale di parametro m attorno all' asse delle z , ri- 
mangano nelle varie posizioni geodetiche deirelicoide generata e inoltre trajettorie 
ortogonali delle sue eliche, le coordinate x^ y , z dei punti di tali linee devono 
verificare la relazione: (Nota citata §§. 6.7) 

dy dx ^ dz ^ 
As ^ ds cte 

essendo s Farce. Questa relazione, restando immutata se anche le derivazioni si 
fanno rispetto a un'altra variabile indipendente qualunque, in funzione della quale 
si sono espresse le x, y, z^ ci mostra che per le linee domandate si deve avere: 

Confrontando questa colla precedente, si ha il teorema: 

a Le linee sferiche che muovendosi di molo elicoidale allomo a un diame- 
tro fisso della sfera, rimangono geodetiche delV elicoide generala ed inoltre tra- 
iettorie ortogonali delle sue eliche, sono le lossodromie. Il moto elicoidale deve 
avvenire aìlor^io al diametro comune ai meridiani di cui la lossodromia è Ira- 
iMoria isogonale^ e fra il parametro m del moto elicoidale, il raggio R delta 
sfera e Vangolo sotto il quale la lossodromia sega i meridiani deve sussistere 
la relazione: m=Btang6 ». 



Sia L una linea sferica descritta sopra una sfera di centro 0; L' la linea che 
si ottiene conducendo nei vari punti di L dei cerchi massimi tangenti e staccando 
su di essi, a partire dai punti di contatto, dei quadranti; sia L" la sviluppata sfe- 
rica di L. 

Se A, A', A" sono tre punti fra loro corrispondenti delle dette curve, si vede 
facilmente che il raggio OA' è parallelo alla tangente in A alla L; quindi L' è, 
sulla sfera S che la contiene^, Findicatrice delle tangenti di L. 

Siccome poi A' è il polo del cerchio massimo AA'', sarà L" una curva geo- 
deticamente parallela ad L' e distante da essa di un quadrante ; dunque L'' è> 
sulla sfera S, l'indicatrice delle binormali di L. 

La condizione necessaria e sufficiente onde L sia una geodetica di una svi- 
luppabile avente per spigolo di regresso un'elica, è che Findicatrice delle tangenti 
L' sia un'elica sferica; e siccome quando una delle due linee V , L" è un' elica 
anche l'altra lo è, avremo il teorema a Le linee sferiche, geodetiche di sviluppa- 
bili a cono direttore di rivoluzione^ sono tutte e sole le sviluppanti sferiche delle 
eliche sferiche ». 

Reggio-Calabria Marzo 188S. 
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SOLUZIONI DELLE QUISTIONI 45 e $0 

D I 

GAETANO DE MARCO 

alunno di 2^ anno della R. Università di Napoli. 



45. Avendo preso ad arbitrio un triangolo, non si deve mai scommettere più 
di 3 contro 2 che uno dei suoi angoli, ed un solo, è minore di un angolo dato a. 

È plausibile la massima scommessa quando a = 36^. 

Indicando con a; , j/ , js i valori dei tre angoli di un triangolo qualunque » ha 
luogo la relazione os + 2/ + 2 = 180^ (con la condizione di x , j/ e z sempre positivi) 
cioè i detti valori sono le coordinate di un punto del piano 

x+i/ + 2-180 = (n) 

posto nel triedro delle direzioni positive dei tre assi. 

E se indichiamo con XYZ i punti in cui il piano ic sega gli assi rispettiva- 
mente delle X delle y e delle z, notando che OX = OY = OZ = 180, essendo Torì- 
gine delle coordinate, ogni punto del piano, interno al triangolo XYZ, ha per coor- 
dinate i valori dei tre angoli di un triangolo. 

Ora volendo che una sola delle coordinate di un punto del piano, interno al 
triangolo XYZ, p. e. la a?, sia minore di a, bisogna che il punto si trovi nella 
parte del piano XYZ compresa tra la retta YZ e la traccia sul detto piano del 
piano x=a, e fuori delle regioni comprese rispettivamente tra le rette ZX , XY e 
le tracce dei piani yz^a.z^a sul piano XYZ. 

Ed analogamente si dirà per le altre coordinate del punto preso. 

Ora i piani a? = a , ;z = a segano il piano XYZ secondo tre rette a , b , e che 
sono i lati di un triangolo X'Y'Z' concentrico simile e similmente posto al trian- 
golo XYZ, e lo dividono in tre rombi uguali, un triangolo equilatero, e tre tra- 
pezii isosceli uguali. Chiamiamo con il centro comune ai due triangoli. 

Se il punto preso su XYZ si trova sopra uno dei trapezii, una delle sue coor- 
dinate ed una sola ò < a. 

11 rapporto fra la somma delle aree dei tre trapezii isosceli alla somma delle 
aree dei rombi e del triangolo equilatero è uguale al rapporto del numero dei 
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casi favorevoli al numero dei casi favorevoli acciocché una sola delle coordinate di 
un punto P di XYZ sia < a. 

Mettendo CX^t7i,CK' = v il detto rapporto viene espresso da 



\m^^fJ-\v^^^(m-v)^^ Im^-lv^^lmv ^,_,,.^^ 



mv 



2 
Questa espressione diventa massima per t) = ^ m nel qual caso essa diventa 

3 

o9 dunque non bisogna mai scommettere più di 3 contro 2 ecc. 

La quantità a corrispondente a questo massimo è la distanza della retta XT' 
dal piano OXT, che è uguale alla distanza di M da OX, essendo M il punto dovè 
XT incontra ZX. 

Se dal punto C si mena la parallela alla XY fino ad incontrare la XZ in W, 
sarà 

XM' = ixZ = |l80>/2" 

Ì^ = l? = l ^""^"^ * XM = ;-180V2"- 

E la distanza HM, di M da OX è 

Dunque si può solo scommettere 3 contro 2 quando a è uguale a 36^. 
C* è certezza di perdere la scommessa quando a = e quando a = 90^. 



50. n triangolo i cui angoli sono 35^, 65^, 80^ ò la forma media di tutti i 
triangoli acutangoli. 

Le coordinate dei punti della regione XTZ del piano as + y + z = 180 che sod- 
disfanno anche alla relazione x < 90 , i/ < 90 , z < 90 sono le coordinate dei punti 
situati ueirinterno del triangolo Z, X, Tf mediano di XTZ, perchè XfY, , Y,Z| , Z|X| 
sono rispettivamente le tracce sul piano XYZ dei piani z = 90, as = 90, y = 90. 

Le coordinate dunque di un punto qualunque interno al triangolo X|Y|Z| sono 
i valori degli angoli di un triangolo acutangolo qualunque. 

Ma se trai valori degli angoli, e quindi tra le coordinate del punto poniamo 
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la relazione oc <y<Zy allora solo i punti del triangolo GTZ, vi soddisfanno essendo 
C il centro del triangolo, e T il punto X,Z|-CY. Le coordinate del baricentro del 
triangolo CTZ| sono i valori medii degli angoli di un triangolo acutangolo. 

Le coordinate di G sono 60 , 60 , 60 
quelle di T sono 45 , 45 , 90 
quelle di Z, sono , 90 , 90. 

Le coordinate del baricentro di CTZ, saranno dunque 35 , 65 , 80 ; dunque etc. 
Analogamente si vedrebbe che il triangolo i cui angoli sono 15^,45*, 120^ è 
la forma media di tutti i triangoli ottusangoli. 

Napoli 9 Maggio 1885. 



OSSERVAZIONE SULLA QUISTIONE 52. 

Non pare che il risultato annunciato dalFautore sia esatto. Il valore del de- 
terminante sarebbe A^CO'^+O- Ciò non è. Infatti, per n=1, il determinante do- 
vrebbe essere uguale all'unità: esso è invece uguale a 2**'*. 

Lasciando le 6 qualunque, e chiamando a^ il valore del determinante, si ha: 

1 

- = 1 + a,a5 + a^x* + . . . . 



1 - 6|05 - 6iX* - b^ - ... 

E. C. 
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SOLUZIONE DELLA QUESTIONE 44 

DI 

D EOI O TA V ANI 

alunno di 2° anno della R. Università di Napoli. 



h(3h — 1) 

Sìa Sjt = — 5 . La somma 8^ delle m"»* potenze delle radici deirequazione 

(1) (a?-1)a?'*"** - (x'-l )/!;'*"'* + ... + (- l/-*(a5**'«-l)a)**"'* + ... = 

(dove le x con esponenti negativi si intendono soppresse) è eguale alla somma 
dei divisori di m per ogni valore di m non superiore ad n. 

Osservando che 

ei = l , e^+i = e^ + 3k + l . 
a ( 1) può scriversi 

Ora F(x) si può porre sotto la forma 

(2) F(x) = a5»[l V'-l/**"^Vy'^l/'*^^-.-+(-l)V*+(-l)V''^ " +...]=a:Y(2/), 

dove t/ sta per x'^ ed i termini di f{y) si arrestano immediatamente prima che 
Tesponente di y supera n. 

Derivando la (2) rispetto ad x si ha 

F(x) = na?^V(y) - »•*" V'(l/) , 
donde 

^'— ■*^'' 

VOI. XXIII. 30 
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fffqi) 

Supponiamo che sviluppando ~- secondo le potenze ascendenti di y si abbia 

quindi dalla (3) risulterà 

^ = na?-' - aooc-* - o^o?-» - ... - a^.., aj-^«*«) - ... 
Laonde (•) 

Or guardando T espressione sotto forma di determinante del coefliciente del 
termine in y^"^ del quoziente di due polinomii ordinati secondo le potenze ascen- 
denti di y, si vede che nella formazione di detto coeiBciente non entrano che i 
primi m coeDlcienti del dividendo e del divisore. Perciò i coefficienti ao,a|,...,a„., 
nel secondo membro della (4) rimangono inalterati se nel primo membro in luogo 
di fiy) si pone la serie indefinita 

e quindi in luogo di f{y) si pone 9'(a/). Ma è noto (**) che 

<p(a/) = n(l-2/P), 
quindi 

Or volendo calcolare il coefliciente di y^~* in quest'ultima sommatoria bisogna 
evidentemente sommare i valori di p tali che pg - 1 = ffi - 1 , cioè che pg = m , 
essendo qr , al pari di p ed m, numero intero ; cioè bisogna far la somma dei di- 
visori di m , e perciò s^ , vale a dire la somma delle potenze m^ delle radici 
della (1), per m_<ny eguaglia la somma dei divisori di m. 

Napoli, Aprile 1885. 



(•) Serret-^Ooura d'algebre supérieure N. 172. 
(*♦) Lógendre-TA^orte dea notnbrea. 
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SUL I^IòOBLEinS^^ 

delle piccole oscillazioni che un Aio flessibile ed ineslendibile compie attorno 
ad una conflgurazione d'equilìbrio 

NOTA 



DEL 



Prof. ERNESTO PADOVA 



Il problema della determinazione delle vibrazioni , che un filo flessibile ed 
inestendibile compie attorno ad una configurazione di equilibrio stabile , quando 
ne venga pochissimo spostato, ha formato oggetto di molte ricerche nel secolo 
passato ed or non sono molti anni è stato ripreso a studiare dal sig. Henne- 
berg (*), e dal dott. Gian Antonio Maggi (**). La seconda di queste memorie 
contiene una ampia ed accurata discussione delle oscillazioni infinitesime di un filo 
soggetto air azione della gravità e sospeso per uno degli estremi , nonché delle 
vibrazioni che un filo omogeneo, pesante, sostenuto ai suoi estremi , compie nor- 
malmente al piano verticale, nel quale si dispone nella sua posizione di equilibrio. 
Il metodo seguito dal dott. Maggi consiste nello spezzare la equazione a derivate 
parziali, che in ciascuno di questi problemi si presenta, in due equazioni a deri- 
vate ordinarie, lineari, che contengono uno stesso parametro arbitrario, una di 
queste equazioni ha i coefficienti costanti ed è subito integrata, l'altra ha i coeDI- 
cienti variabili. L'integrale di questa seconda , nella quale apparisce come varia- 



(*) Henneberg L. Ueber die unenàlich Kleinen Schwingungen, weìche Hn Fa- 
den^ der an dem einen Endpunct hefestig istjUnd an dem anderen durch ein CremcM 
belasiet isU unier dem Einflusse der Schwere und einer anfdglichen Gìeichgemchts- 
siorung ansfuhrt Annali di Matematica Serie II. Tom. IX. 

(**) Gian Antonio Maggi. Sul moto di un fUo flessibile ed inestendibile 
che 8i sposta pochissimo dalla sua posizione di equilibrio. Voi. XIX di questo Gior- 
nale. 
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bile indipendente Tarco, conterrà il parametro, e delle costanti arbitrarie, che si 
determineranno in modo da rendere soddisfatte le condizioni date per gli estremi 
dei filo; trovasi cosi una equazione» priva delle costanti arbitrarie, che contenendo 
soltanto il parametro dovrebbe servire a determinarlo, ma poiché essa è trascen- 
dente , infiniti sono i valori che possiamo assumere per quésto parametro. In tal 
guisa si potranno costruire infinite soluzioni particolari della equazione a derivate 
parziali proposta che soddisferanno alle date condizioni ed il problema sarà riso- 
luto ogni qualvolta le funzioni arbitrarie, che rappresentano gli spostamenti e le 
velocità iniziali, si potranno esprimere per mezzo di serie formate con quelle so- 
luzioni particolari. Ma un diligente studio della memoria del dott. Maggi mostra 
che le equazioni ivi discusse si presentano anche in altri problemi analoghi non 
enunciati dall'autore. Scopo della presente nota è di completare sotto questo punto 
di vista la memoria del dott. Maggi. 

P Comincerò dallo stabilire, in modo che a me sembra più diretto , le ele- 
ganti formolo (i) della memoria del dott. Maggi, che rappresentano le equazioni 
del moto di un punto qualunque P del filo, quando esso, nel suo movimento oscillato- 
rio attorno alla posizione d'equilibrio, vien riferito a tre assi variabili da punto a 
punto e che sono la tangente, la normale principale e la normale al piano oscu- 
latore alla curva d* equilibrio nel punto che rappresenta la posizione d' equilibrio 
di P. 

Supponiamo che il filo dato, flessibile ed inestendibile , sia riferito ad un si - 
stema di assi fisso nello spazio, sia C la curva secondo la quale il filo si dispone 
sotto Fazione di date forze ed un suo punto qualunque Pq abbia rispetto agli assi 
fissi le coordinate x^ y, z; immaginiamo la tangente, la normale principale e la 
normale al piano osculatore alla curva C nel punto Po; se il punto che nella posi- 
zione d'equilibrio trovasi in P^ compie, per effetto di uno spostamento del filo e 
di un impulso , delle vibrazioni attorno a P^ , indichiamo con ^ , >) , C , le proie- 
zioni sugli assi fissi e con X, pi, v le proiezioni sulle tre rette or ora indicate del 
cammino percorso da questo punto nel tempo t; avremo 



ove è 






I ".=f- '.= 



d}x ^ dhj d*js 
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e per le formule di Serre t sarà 

- d«i 4. B <*P« +v <*^'- (n ''"»4.fl <*P»4-v ^Tf»V 

^ d»^^* ds^^* d» V * ds ^'^^ d8 ^'^»d«/ r 
_ d«. dp, dT,_ / da, dp, <*TA_n 

•• dr + P'di"'^^'-dF--V*»-dr+^» dr-^^'di-^-^- 
nelle quali p ed r rappresentano i raggi di prima e seconda curvatura di C nel 
punto P,. Le componenti secondo gli assi X, (i, v della risultante di 

dg . dn d{ 
d8 ' ds ' ds 

saranno 

' ds p' ^ ds p r' ds r* 

ed evidentemente avremo 

talché le componenti secondo X, pi, v della risultante di 

d^ d]J>3 d^ 
ds« • cte» ' cte» 

si dedurranno dalle (1) sostituendo nei secondi membri X', |i', v' a X,|i,v ; indican- 
dole con X", |ji", v" avremo 

^^^ ^ (te p ' ^ ■" (te ^ p ^ r • ^ - (te r • 



Ha se Telemento di filo è inestendibile sarà 

d I (te ^ I |d*x ^ I rt 
(te (te lete* 



(3) |8d8« = 



cte g<te| ^j (te ^J |d*x 



ds ds\ 
ove le lineette verticali, poste ai lati di un termine, indicano che quel termine 
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rappresenta un trinomio, che si ottiene aggiungendo al termine stesso i due che 
se ne deducono col sostituire ad x successivamente y e z> La condizione 6cls=0 
dovendo essere verificata non solo nei moti virtuali, ma anche in quelli che hanno 
luogo effettivamente, la (3) ci mostra che si deve avere in questo caso 



(3') 



da p 



•^ (te p r (ter 



(2') 



Le (I) (2) nel caso della inestendibilità divengono dunque 
(i') 

(te Vote r/ rVtte ^p r/' 
Ciò posto, osserviamo che la (3) nel caso in cui vi sìa movimento diviene 

e se con SX, SiJi, 6v indichiamo le componenti secondo gli assi, X, [jl, v dello spo- 
stamento risultante di 6(a?+ì), 8(i/+if;), 6(js+0 avremo 



da) ^ 


= 8X, 


^^(-HS) 


P 


^Hx+i) 


= |i'8|i + v'6v 


!!«(«' +5) 


= X"8X + |x"S|i + v"6v 



e la (3") equivale all'altra 

(4) -^ (6X + jJi' Sjjn- V' (tv) - -^ - (X'^SX + iJi"SiJL H- v"8v) = 0. 

Supposti nulli gli spostamenti virtuali agli estremi del filo, l'equazione simbo 
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lica del movimento, che si ottiene combinando il principio delle velocità virtuali 
con quello di d'Alembert, prenderà ora la forma 

ove hds è la massa dell'elemento di ilio che trovasi in P; A, H, N, sono le com- 
ponenti della forza attiva riferita alFunità di massa, valutate secondo gli assi X, [jl, v; 
T è un coefficiente pel quale si moltiplica la (4) e che sta a rappresentare la 
tensione. Sostituendo a \k\ v', V, |jl"; v", le loro espressioni date dalle (r) (2') 
ed uguagliando a zero i coefficienti di SX, Spi, 8v, avremo 

alle quali deve aggiungersi la già trovata condizione 

(6') #--^=0 

che diremo col Maggi la condizione di inestendibilità. 

Se con A| , N, , Nf , indichiamo le forze applicate al ilio nella posizione di 
equilibrio e con T«, la relativa tensione nel punto Pq, le equazioni di equilibrio 
saranno 

sottraendolè dalle (6) e scrivendo per brevità A^ , H^, N,, T^ in luogo delle diffe- 
renze A— A|, M-M,, H-H,, T-T, avremo 
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Osseryiamo però che la funzione T in queste equazioni moltiplica sempre fat- 
tori, che, nel caso di oscillazioni piccolissime, sono molto piccoli, quindi senza 
errore sensibile si potrà a T sostituire il valore T, della tensione in quello stesso 
punto nello stato di equilibrio ed avremo 

La forza (A H N) si potrà scomporre in due parti, una della stessa natura della 
forza (Af , H, , N| ,) ed un'altra che avrà per componenti 

dX d|Ji dv 

se il ilio si muove in un mezzo che presenta una resistenza proporzionale alla ve- 
locità; se il filo è a sezione circolare , Sq sarà una quantità positiva proporzionale 
al diametro del filo. Per cui potremo scrivere 

Le componenti A3 , M, , N, saranno nulle non solo nel caso studiato dal sig. 
Maggia che cioè le forze attive A M N abbiano nel campo considerato direzione 
ed intensità costanti , ma anche quando saranno funzioni soltanto dell' arco per 
modo che durante il moto conservino invariate la direzione e la intensità; analo- 
gamente a quanto si suppone nelle teorie della astatica. 

2. Tutte le volte che le linee d* azione dello forze applicate ai punti di un 
filo, che ha gli estremi fissi, sono parallele ad un piano, che passa pei due punti di 
sospensione, la curva di equilibrio è piana; lo stesso accade se le forze sono pa- 
rallele ad un piano ed il filo ha un estremo fisso e Taltro libero. 

In questi casi - è zero e se durante il moto le forze attive si mantengono paral- 
lele al piano della curva d'equilibrio, la componente N3 sarà nulla e le (7) diverranno: 

.d«v ^ dv_ d / dv\ 
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La terza dì queste equazioni, col sostituire a v il prodotto di due funzioni 
P(0-Q(s) la prima dipendente dalla sola ( e la seconda dalla sola s, si cangia 
nelFaltra 

P "" fcQ ' 

% è una costante od una funzione della sola s, nia •; sarà una costante non solo 

se. lo sarà k ed il filo sarà a sezione costante, ma anche, se, supposto il filo tu- 
bolare ed a pareti sottilissime, ammettiamo che sia di diametro variabile e di una 
materia omogenea; in tal caso infatti k ed g variano insieme lungo il filo propor- 
zionalmente al diametro stesso ed il loro rapporto si mantiene costante. Ammesso 

che -r sia costante, la nostra equazione si potrà spezzare in due uguagliando cia- 
scun membro ad un parametro costante — m* ; la equazione 

avendo i coeflicienti costanti s* integra immediatamente, la seconda sarà 

(8) -^(T,Q')+m*fcQ = 0, 

che èia equazione (b) della memoria del dott. Maggi , donde si vede che la di- 
scussione della sezione B del § HI di quella memoria si applica anche allo studio 
delle vibrazioni normali al piano della curva d* equilibrio, quando un estremo del 
filo 6 libero e le forze sono parallele ad un piano nel caso più generale ora con- 
siderato. Se gli estremi sono ambedue fissi la T, generalmente non sarà mai zero 
e moltiplicando la (8) per T, si avrà 

(8') T, A(T,Q') + T,mnQ=:0; 



poniamo 



t ds 



la u sarà una funzione nota di s, poiché tale si considera la T, dovendo sempre 
la risoluzione del problema di equilibrio precedere lo studio del movimento e quindi 
la (8') diviene 

VCL. XXIII. 31 
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che ò appunto la equazione (ò') della sezione C § III ()ella più volte citata memo- 
ria; per cui si può dire che i risultati della discussione contenuta in quella se 
zione si applicano non solo. allo studio delle oscillazioni normali al piano d'equili- 
brio dei punti di una catenaria omogenea od oscillante nel vuoto , ma anche alle 
oscillazioni normali al piano d'equilibrio d*una funicolare omogenea, od oscillante 
nel vuoto, soggetta ad un qualsiasi sistema di forze parallele al piano della funi- 
colare stessa. 

S. Quei medesimi risultati possono anche applicarsi allo studio delle vibra- 
zioni d'una corda tesa in modo che la distanza dei punti di sospensione sia infi. 
nitamente poco minore della lunghezza della corda e tutte le volte che A3, }T„ N^, 
sono nulle. Infatti è chiaro che se le forze sono distribuite con continuità lungo 

il filo , i valori di -, - si potranno considerare come dello stesso ordine di gran- 
dezza di X, |ji, V, e le (7) , trascurando i termini del 2® ordine divengono 

^dF^^ dt^ ds V'iu)' 

cui deve sempre aggiungersi la condizione di inestendibilità , che in questo caso 

diviene ^r- =0. Questa mostra che X dipende ora soltanto da { e poiché agli estremi 

X è zero cosi sarà sempre nulla e la T, dovrà essere funzione soltanto di L Le al- 
tre due equazioni hanno la stessa forma della terza delle (7') e quindi danno luogo 
alla stessa discussione. 

4. Se le forze attive esercitate sui punti del filo sono dovute all'azione di un 
centro fisso, dal quale emana una attrazione od una repulsione proporzionale alla 
distanza e se il filo è sostenuto agli estremi, la curva d'equilibrio è nel piano de- 
terminato dai punti di sospensione e dal centro di azione e le (7) divengono 

ove ^« ò una costante proporzionale a ^ e che dipende dall* azione che il centro 
esercita sulla massa unità posta alla unità di distanza. Se un solo estremo è te- 
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Duto fisso , il filo nella posizione di equilibrio si dispone secondo la retta che 
coDgiuDge il centro di azione col punto di sospensione e le equazioni del moto 
divengono • 



, , dTj <iX , d»X 



('^ W-ii'^th^t-^a, 



d^lJL 



d /-, dv \ dv ^ < 
' ds \ * ds / di ( 



La equazione della inestendibilft.à dimostra che X non può in questo caso di- 
pendere che da ( e poiché all'estremo fisso X è sempre zero , così T, sarà co- 
stante lungo il filo e dovrà essere sempre nulla perchè lo è all' estremo libero. 
Le ultime due equazioni (9') hanno la stessa forma 



/JAN f d^w diù , d /^ d(i) \ 



sostituiamo ad tu il prodotto P (/). Q (s) di due funzioni dipendenti 1' una dalla 
sola t, l'altra dalla sola s, la (10), se t è costante, si spezzerà nelle due 

P"H.ip'-.^P + tn»P = 0, 

A(T,Q0 + /tm«Q = O; 

la prima è a coefficienti costanti e si integra subito , la seconda è quella stessa 
che si presenta nei problemi studiati dal dott. Maggi. 

Se il filo è sostenuto ad ambedue gli estremi non potremo con q^^esto pro- 
cesso studiare altro che le vibrazioni normali al piano della curva d* equilibrio e 
ciò si farà valendosi della terza delle (9). 

Quindi le piccole oscillazioni della funicolare omogenea, in cui le forzo sono 
proporzionali alla distanza da un punto , si possono studiare collo stesso metodo 
tenuto dal dott. Maggi per lo studio delle vibrazioni di una catenaria. 

Padova febbraio 188S. 
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PROGRAMMA DI CONCORSO 



Sa Majesté Oscar II désìreux de donner une nouvelle preuve de Tintérét 
qu'Elle porte à ravancement des sciences mathématiques , inténH qu'Elle a déjà 
témoigné , en encourageant la publication du journal Ada Malkemalica , qui se 
trouve sous son auguste protection , a résolu de décerner le 21 Janvier 1889 
soixantième anniversaire de Sa naissance un. prix à une découverte importante 
dans le domaine de Tanalyse mathématique supérieure. Ce prix consisterà en une 
médaille, du dix-huitième module, portant lefligie de Sa Majesté et ayant une 
valeur en or de mille francs , ainsi qu* en une somme de deux mille cinq cents 
Kronor en or (1 Rrona=l frane 40 centimes environ). 

Sa Majesté a daigné confier le soin de réaliser Ses intentions à une commis- 
slon de trois membres : M. Cari Weierstrass à Berlin, M. Charles Hermite 
à Paris, et le Rédacteur en chef des Ada Malhemalica. M. Gosta Mittag-Lef- 
fler à Stockholm. Le travail des comraissaires a été Tobjet d'un rapport dont 
Sa Majesté a pris connaissance, et voici leurs conclusions auxquelles Elle a donne 
Son approbation. 

Prenant en considératìon les questions qui à divers titres préoccupent égale- 
ment les analystes et dont la solution serait du plus grand intérét pour les pro- 
grès de la science, la comroission propose respectueusement à Sa Majesté d'accor- 
der le prix au meilleur mémoire sur Tun des sujets suivants. 

1. Etant donne un système d'un nombre quelconque de points matériels qui 
s*attirent mutuellement suivant la loi de Newton, on propose, sous la supposition 
qu' un choc de deux points n' ait jamais lieu , de représenter les coordonnées de 
chaque point sous forme de séries procédant suivant quelques fonctions connues 
du temps et qui convergent uniformément pour tonte valeur réelle de la variablc. 

Ce problème dont la solution étendra considérablement nos connaissances par 
rapport au système du monde, parait pouvoir étre résolu à Faide des moyens ana- 
lytiques que nous avons actuellement à notre disposition : on peut le supposer du 
moìns, car Lejeune-Dirichlet a communiqué peu de temps avant sa mort à un geo- 
metre de ses amis qu' il avait découvert une méthode pour Tintégration des èqua- 
tions differentielles de la mécanique , et qu*en appliquant cotte méthode il était 
parvenu à démontrer d'une manière absolument rigoureuse la stabilite de notre 
système planétaire. Malheureusement nous ne connaissons rien sur cette méthode, 
si ce n' est que la théorie des oscillations infiniment petites parait avoir servi de 
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point de départ pour sa découverte (•). On peut pourtant supposer prcsque avec 
certitude que cette métbode était baséc non point sur des calculs longs et com- 
pliqués, mais sur le développement d*une idée fondamentale et simple, qu*on peut 
avec raison espérer de retrouver par un travail persévérant et approfondi. Dans 
le cas pourtant où le problème propose ne parviendrait pas à étre résolu pour 
répoque du concours , on pourrait décerner le prix pour un travail dans lequel 
quelque autre problème de la mécanique serait traité de la manière indiquée et 
résolu complètement. 

2. M. Fuchs a démontré dans plusieurs de ses mémoires (**) qu*il eziste 
des fonctions uniforroes de deux variables, qui se rattachent par le mode de leur 
generation aux fonctions ultraelliptiques, mais sont plus générales que ces derniè- 
res, et qui pourraient probablement acquérir une grande importance pour Tana- 
lyse, si leur théorie était développée davantage. 

On propose d* obtenir , sous forme explicite , les fonctions dont 1* existence a 
été prouvée par H. Fuchs, dans un cas sullisamment general, de manière à ce 
qu'on puisse reconnattre et étudier leurs propriétés les plus essentielles. 

3. L'étude des fonctions définies par une équation differentielle suffisamment 
generale du premier ordre dont le premier membro est un polynome entier et ra- 
tionnel par rapport à la variable, la fonction et sa première derivée. 

H. H. Briot et Bouquet ont ouvert la voie à une telle étude dans leur 
mémoire sur ce sujet (Journal de l'école polytechnique, Cahier 36, pages 133-198). 
Les géomètres qui connaissent les résultats découverts par ces auteurs , savent 
aussi que leur travail est loin d*avoir épuisé le sujet difficile et important qu' ils 
ont abordé les premiers. Il paratt probable que de nouTcUes reeherches entreprises 



O Voyez p. 35 de l'éloge de Lejeune-Dirichlet par Eammer, Abhandlan- 
gen der K. Akademie der Wissenschaften za Berlin. 1860. 
(*^) Les mémoires se trouvent : 

1) Nachrichten von der E. Gesellschaft der Wissenschaften zq O&ttingen. Fó- 
▼rier 1880. p. 170. 

2) Journal fiir die reine nnd angewandte Mathematik. Bd. 89. p. 251. (Une tra- 
dnction de ce mémoire se trouve dans le Bnlletin de M. Darbonx 2^ sèrie, t. IV). 

3) Nachrichten von der E. (Gesellschaft der Wissenschaften za Gdttingen. Jain 1880. 
p. 445. (Traduit en frangais Bnlletin de M. Darboax. 2^ sèrie, t. IV). 

4) Joarnal fiir die reine und augewandte Mathematik. Bd. 90. p. 71. (Aossi 
dans le Balletin de M. Darboax. 2^^ sèrie, t. IV). 

5) Abfaandlangen der K. Gesellschaft der Wissenschaften za Oòttingen. 1881. 
(Balletia de M. Darboax. t. V). 

6) Sitzangsberichte der E. Akademie der Wissenschaften za Berlin 1883. I. p. 507. 

7) Le mémoire de M. Fachs inséré dans le Joarnal de Borchardt. t. 76, 
p. 177, a aassì qaelqaes rapports avec les mémoires cités. 
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dans la inémc direction pourront conduirc à des propositions d' un haut intérét 
pour Tanalyse. 

4. On saìt quelle lumière a été portée sur la théorie generale dcs équations 
algébrique par Tétude de ces équations spéciales auxquelles conduit la division 
du cercle en parties égales, et la division par un nombre entier de Targument 
des fonctions elliptiques. La transcendante si remarquable qu'on obtient en expri- 
ment le module de la théorie des fonctions elliptiques par le quotient des periodes 
meno semblablement aux équations modulaires qui ont été l'origine de notions en- 
tièrement nouvelles, et de résultats d'une grande importance comme la résolution 
de réquation du cinquième degré. Mais cotte transcendante n*est que le premier 
terme, le cas particulier le plus simple d*une sèrie infinte de nouvelles fonctions 
que M. Poincaré a introduìtes dans la science sous la dénomination de fonctions 
fuchsienncs, et appliquées avec succès à l'integration des équations difTérentielIes 
linéaires d'un ordre quelconque. Des fonctions qui ont dono dans TAnalyse un ròle 
dont rimportance est manifeste, n'ont pas été considérées jusquMci sous le point 
de vue de Talgèbre, comme la transcendante de la théorie des fonctions ellipti- 
ques, dont elles sont la généralisation. On propose de combler cotte lacune et de 
parvenir à de nouvelles équations analogues aux équations modulaires, en étudiant 
ne serait-ce que dans un cas particulier la formation et les propriétés des rela- 
tions algébriques qui lient deux fonctions fuchsiennes, lorsqu' elles ont un groupe 
commun 

Dans le cas où aucun des mémoires présentés pour le concours sur un des 
sujets proposés ne serait trouvé digne du prix, ce dernier pourra étre adjugé à 
un mémoire mis en concours contenant la résolution complète d'une question im- 
portante de la théorie des fonctions outre celles proposées par. la commission. 

Les mémoires présentés au concours devront étre munis d'une épigraphe ainsì . 
que du nom et de l'adresse de Fauteur sous pli cachete et adressés au Bédacteur 
en chef des Acta Mathematica avant le l^'' Juin 1888. 

Le mémoire auquel Sa Majesté daignera décerner le prix, ainsi que d'aillenrs 
le ou les mémoires que la commission estimerà dignes d'une mention honorable, 
seront insérés dans les Acta Mathematica et aucun entro eux ne doit étre publié 
auparavant. 

Les niémoires peuvent étre rédigés dans ielle langue que l'auteur voudra choi- 
sir, mais comme les membres de la commission appartiennent à trois pays diCTé- 
rents, l'auteur doit réunir à son mémoire originaire une traduction fran^aise si le 
mémoire n'est pas déjà écrit en fran^ais. S'il n'j a pas de telle traduction l'au- 
teur doit accepter que la commission en fasse faire une à son usage. 

La rédaotion des Aota Mathematica. 
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LE FUNZIONI ALGEBRICHE STUDIATE GEOMETRICAMENTE, 
isr OT J(L 

DI 

ORESTE TOGNOLI. 
(conlinuazione vedi Volume XXII p. 332) 



Vili. 

Il problema dei gruppi particolari-. 

Sia ^=0 l'equazione d'una curva piana algebrica deirordine n, curva che sup- 
porremo dotata di a^ punti doppi, a, tripli ecc., a^^, i«»p", e la più generale del 

suo genere. 

Dna serie lineare g^^^\ per la quale è : g = Q - p + 1 + 5 piClJi - 3) 4- q' (q' in- 
tero > 0, e pi positivo intero < n e > 3) è composta di gruppi particolari Gq^^^ , 

che si possono tutti separare sopra una curva algebrica dell'ordine n , mediante 
curve aggiunte dell'ordine n-fx (§ IV). Una siffatta serie conduce sempre ad una 

altra analoga g^^^'^ ^per la quale è : 9' = Q' - p + 1 + 5 (;ì - 3) (2n - pi) + g^ tale , 

che i gruppi 6^^^^ , G^,^^'^ dì queste due serie si corrispondono in modo univoco, 

e due gruppi corrispondenti di esse giacciono sempre sopra una medesima curva 
aggiunta dell'ordine n - [x. Del problema che concerne queste due serie di gruppi 
di punti, noi ci occupammo già nel § V, ma ivi il problema non fu considerato 
sotto il suo aspetto algebrico. É sotto un simile aspetto che vogliamo esaminarlo 
ora, ma anzitutto lo enuncieremo sotto la sua forma più generale, che è del se- 
guente tenore : data una serie lineare oof di curve aggiunte , determinare sulla 
cuna f gruppi G^ di Q punii (ali, che le curve di essa serie che passano pei Q 

punii d'uno di questi gruppi^ appartengano ad una serie oo?' di curve aggiunte. 
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Sia: 



(1) 



= a»?, + «j<Pt + «,?»+...+ «<+i?j+t = * 



r equazione dell'indicata serie di curve aggiunte. Se si considera sulla curva f un 
gruppo Gq di Q punti : x'^*^ ,x^*\ ... , aW), le cui coordinate sono : 

a?,W,(r,«,aj,(<)«=l,2,3,...,Q), 

e si sostituiscano successivamente queste coordinate neir equazione (1) ; prese 
t- q' + ì delle equazioni risultanti da una simile sostituzione, e supposto che sieno 
stati attribuiti ai rapporti di q' delle costanti a ad una qualunque delle rimanenti 
dei valori interamente arbitrari, si dedurrà subito , per condizione del problema, 
che una qualunque di quest'ultime equazioni dev'essere soddisfatta dai medesimi 
valori dei i — q' rapporti residui delle costanti a, dai quali è soddisfatta ognuna 
delle altre. Ora ciò conduce immediatamente alla conclusione , che tutti i deter- 
minanti del grado t—q'+ì, che si possono ricavare dalla matrice: 

?,(»<'>) ?.(«<'>) 9»(a?«'>) ?tM(aJ<'0 

?,(»<«) 9,(x<*)) ?,(xW) ?,+,(«<»>) 



9,(a!«)) ?i(a!<o)) ,,(a5«j)) T,+,(a;(«)) 

debbono annullarsi. Una volta poi fatta la scelta di quelli dei rapporti di q' delle 
a ad una delle rimanenti, i cui valori debbono rimanere arbitrari , questa scelta 
dirà quali degl'indicati determinanti dovranno essere nulli. Supponiamo (p. e.) che 
si debbano annullare tutti i determinanti che derivano dal seguente : 

?,(«<") <p»(aj<'0 <tt-^(x^*^) ?,(«<'>) 

9,(aj<«) , 9,(x(»)) ?,./xW) ,.(a.(«)) 



(8) 



9,(k('-«')) 9,(a;(*-«')) tt-^iw^'-"'^) T/flcC-'')) 
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ponendoNÌ per j ed / uno dopo Taltro i valori 

j = e-.q'-f 1 , «-g' + 2, , ( + 1 

l = l-g'+l , e-(]|' + 2, , Q. 

Le equazioni che si ottengono in questo modo sono evidentemente in numero 

di {Q' + l)(Q + g'~0. 

Ora se sì osserva che le coordinate dei Q punti x^*^ » a)^*^ , . . . oK^) debbono 
soddisfare ciascuna delle equazioni del sistema : 

r(ac(*^) = , f(aj(*)) = 0, , n^^>) = 0, 

si vedrà che il numero dei rapporti : w^^*^ : ac,^*^ , x^^*^ : ac,^*^, che restano ancora 
incogniti, può dirsi ridotto uguale a Q. 

Questi rapporti dovendo poi verificare ognuna delle predette (g'+l)(Q+q'-0 
equazioni, si concluderà, che affinchè il suenunciato problema abbia soluzione, ri- 
tenuto che la curva f sia la più generale del suo genere, e perciò senza ammet- 
tere particolari equazioni di condizione fra le costanti deir equazione ^=0, dovrà 
aversi : 

Q>(g'+i)(Q + «'-(). 

Di qui rì<!ulta adunque, che sono ammissibili serie di gruppi 6q della pro- 
prietà espressa neirenunciato del superiore problema , i quali esistono solamente 
sopra curve algebriche particolari, e sono quindi tali, che la loro esistenza sopra 
una curva algebrica, dev'essere presa quale un segno caratteristico, che esprime 
essere la curva stessa una particolare curva del suo genere. Tuttavia non si potrà 
escludere in modo assoluto, che una parte dei risultamenti ai quali in seguHo per- 
verremo, nella ipotesi che la curva f sia la più generale del suo genere , sieno 
applicabili anche a curve algebriche particolari. 

Se si ammette che le. curve della serie (I) sian dell'ordine ?i — pt, ed inoltre 
che i gruppi G^ pei quali esse debbono passare sian determinati da un tal nu- 
mero q di punti dati ad arbitrio sulla curva f, che sia 

q<i-'q' , g>^Q-p + l + 2|x(pL-3). 

i gruppi 6q 9 6(/ , cui si riferisce il superiore problema, apparterranno a serie 
g <*> , pQT^' ^ che saranno della natura di quelle considerate nel § V, e varrà quind 
pei gruppi stessi il teorema di Riemann e Roch ivi dimostrato. Per la possibi- 
voL. xxiu. 32 
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lità del detto problema, dovranno dunque sussistere in questa ipotesi le due re- 
lazioni : 

Q^(q' + i)(Q + 9'-0, 
e 

Q<^p«l«*,x(ix-3) + 9. 

Ora da quanto precede si deduce subito, che il numero Q-(q'+1)(Q+g'~0 
esprime quanti punti x^^^ d*un gruppo G^ rimangono ancora arbitrari ; quindi per- 
chè il detto problema abbia soluzione, bisognerà che sia pure : 

(«t) Q-(g'+i)(Q + (i'-0>^g. 

E perchè si ammette adesso che sia applicabile alle serie g ^^^ , g^S^*"^ il teo- 
rema del S Y, si avrà : 

(«i) g = Q-p+l+^lii(l^-3) + q'. 

donde : 

Q-(g'+l)(Q+«'-0 = Q(9+P-^Kpt-3H) - {q— Klx-3)+p)(g+p-l-^ix(i^-3)-f), 

e quindi: 

9 + (g-||x(ii-3) + p)(g + p-l-lji(pL-3)-() 



fri) 



g+p^à'^d*""^^""' 



Ponendo adesso in questa relazione: |jL = 3,(=:p-l, si otterrà la 

Se nella relazione (ai) si pone in luogo della Q il suo valore dato dalla ugua- 
glianza (a,), si ottiene, dopo facili riduzioni, la : 

(ra) q'p^ ^I^(P^-3)(I' - (g'+ 0(9-0 , 
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dalla quale, per jjl = 3 , 1 = p — 1 , si ricava la seguente : 

(rO P^(g+ t)(f/'+l). 

Detta e la differenza fra le due quantità che figurano nella relazione (a,) . si 
dedurrà facilmente, mercè la uguaglianza (a^), per z il valore : 

(«3) e = q(9 + P - ^ V(li^-3)-«) - ((y-l|jL(iJL-3)+p)((Z-^ IJi(lx-3)+p-l-i)-^. 

Due altre espressioni per e, facili a verificarsi, sono rappresentate dai secondi 
membri di quest'altre due uguaglianze : 

(«5) e = p-(«'+l)((Z + p-^l^(l^-3)-«)-Ipi(iJL-3). 

Posto poi nelle uguaglianze (a,), (aj, (a,) ijl = 3, { = p-l. risalterà: 

(^e) s = Q - («' + Off - (Z = Q(« + 1 ) - (Z((Z + P + 1 ) = P - (fi' + < )((Z + t). 

I numeri dei quali s esprime la difTerenza potranno anche essere uguali fra 
loro, e quindi e potrà anche assumere il valore zero. 

II significato di questo numero s risulta chiaramente dalle cose dette nel § II: 
e esprime cioè il numero delle condizioni che determinano la serie g ^^^ dei grup- 
pi 6q, ovvero esso indica il numero dei punti che si possono scegliere ad arbitrio 

sulla curva f per fissare questa serie di gruppi, mentre ogni gruppo della serie 
è flssato da q punti arbitrariamente presi sulla curva stessa. 

In virtù dunque del § II si potrà concludere, che la serie dei gruppi Gq sulla 
curva f è composta di un numero 00^ di sistemi di serie lineari di gruppi G^. e 
ciascuna di questo serie è oo^. 

Se sarà s = 0. i gruppi G^ formeranno sulla curvai un numero finito di serie 
lineari oo^, numero che potrà anche essere uguale ad uno. 

Relativamente poi ai gruppi G^ , G^,. cui si riferisce il problema , che è ar- 
gomento del presente § (si possa no applicare ad essi il teorema del § V), si 
defe sempre dire, che un gruppo d*una delle serie di gruppi Gq, si trova con un 
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gruppo di una serie di gruppi G^, sopra una medesima curva aggiunta, e però un 
gruppo Gq è sempre residuo d'un gruppo Gq. (§ I). 

Alle 00^ serie di gruppi G^, corrisponderanno in modo univoco oo^ serie di 
gruppi Gq., residui dei gruppi Gq-, ed è chiaro poi che i gruppi Gq sono residui 
dì un gruppo di s punti della curva /*, e quindi corresidui fra loro (§ I). 

Due gruppi Gq che appartengono a due delle oo^ serie formate di questi gruppi, 

avranno inoltre la proprietà, che i loro punti non potranno uno ad uno coincidere. 
Diratti due dei nominati gruppi non potendo stare sopra una medesima curva ag- 
giunta (§ li) , cosi i punti deir uno non possono tutti coincidere con quelli del- 
r altro. 

Due delle oo^ serie di gruppi Gq non possono dunque avere un gruppo com- 
pleto in comune, e però dato un gruppo G rimarrà completamente individuata la 

serie alla quale esso appartiene. Ed è manifesto che una simile proprietà deve 
pure appartenere ai gruppi delle oo^ serie di gruppi Gq.. 

Se ai gruppi G , Gq, sarà applicabile il teorema del § V, a due valori di Q 

e q , scelti sempre in modo che soddisfacciano la relazione (r^) , saranno asso- 
ciati due valori di Q' e q'j che per la coppia di valori cosi attribuiti uno a Q e 
l'altro a g, si otterranno dalle equazioni : 

Q + Q' = 2(p-lj-n(si.-3) 

Q-Q' = 2(a~(Z') + (n-[x)(iiL-3), 

una volta dato il valore del numero [jl, e purché si prenda per t un valore che 
soddisfaccia la condizione l>^q + Q'^ 

Se si ha E = 0, i gruppi Gq formeranno un numero finito di serie ^q^^^ : sia 

a questo numero. 

Il numero delle incognite, che nel sistema delle equazioni che si deducono dal 
determinante (S) nel modo altrove dichiarato, restano ancora arbitrarie, sarà, nella 
ipotesi qui fatta, uguale a q. 

A Q punti arbitrari della curva f corrisponderanno ora a gruppi G , i quali 
apparterranno individualmente alle a serie g^^*^\ che i gruppi stessi debbono ora 
formare. 

Dunque il gruppo dei Q - ^ = iq' -\- i)\Q[ + p - kV^Ìì»- - ^) - ^ - Ij punti resi- 
dui d'un gruppo Gq, non sarà in modo univoco determinato dai q punti suddetti, 
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ma corrisponderanno a questi, a di tali gruppi di — 5 |)unti; e le coordinate dei 
punti di questi gruppi dovranno soddisfare tutte le equazioni or ora nominate. 

Ognuno dei gruppi di Q-g^ punti, insieme ai q punti arbitrari della /*, for- 
merà un gruppo Gq» 

Ora è necessario osservare, che a questi a gruppi G^ debbono corrispondere 

altrettante curve aggiunte dclFordine n - jx, che separano sulla f i gruppi stessi. 
Sin t|* = l'equazione d'una qualunque di queste curve. È chiaro che i coefficienti 
della (|/ dovranno essere funzioni delle coordinate di q punti della curva f, e tali 
funzioni, che per ogni sistema di valori di queste coordinate risultino a, e soltanto 
a, sistemi diversi di valori pei coedicionti medesimi. Ma afllnchò ciò si verifichi , 
è necessario ammettere che tali coefficienti dipendano da una quantità y, alla quale 
corrispondano a valori per ogni sistema di q punti presi sulla f. Sarà dunque y 
l'incognita d'un'equazione di ae«»"»«» grado, i coefficienti della quale saranno funzioni 
algebriche delle coordinate dei detti q punti. Gli a gruppi G^, che sono determi- 
nati da questi punti, si otterranno dunque mediante le a radici, che una tale equa- 
zione pei punti stessi determina. 

In conclusione, tutti i possibili gruppi Gq^'> si dividono in a serie Oq^^ ^ che 

sono accoppiate in modo univoco alle a radici di quest'equazione. Ha abbiamo già 
osservato che due di cosi fatte serie non possono avere un gruppo completo in co- 
mune; quindi se ne deduce Timpossibilità di ridurre per qualsivoglia trasforma- 
zione una di esse a coincider con un'altra. 

Alle a serie di gruppi G^'^ Staranno poi associate in modo univoco altrettante 
serie di gruppi 6^,^^'^; e un gruppo d'una delle prime di queste serie sarà sempre 
residuo d'un gruppo della serie ad essa associata nelle seconde, e inversamente. 

Risulta di qui che tutti i possibili gruppi G^/^'^ formano a serie (j^y'\ le quali 

sono, in modo univoco, associate alle a radici d'un'equazione deira®»^"^^' grado in 
2, analoga a quella dell' A®»"*» grado in j/, alle radici deila quale corrispondevano 
nello stesso modo le a serie g^^^- 

Ma per il modo di corrispondenza, che abbiamo detto esistere fra quest'ultime 
serie e le prime, ne risulterà che le i/ e z debbono considerarsi come due quan- 
tità proiettive, e quindi come proiettivi i due problemi che concernono la deter- 
minazione delle une e delle altre di queste serie. 

Pertanto questi due problemi, dal punto di vista dell'algebra, dovranno riguar- 
darsi come differenti uno dall'altro. 

Noteremo finalmente che la corrispondenza univoca dovrà pure sussistere fra 
i gruppi di due associate delle serie g ^^^ , g^^^"^. 

Se £ è differente da zero, vi saranno oo* serie g^^^ , alle quali corrisponde- 
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ranno univocamente altrettante serie (Iq}^'K ma nel caso attuale non vi sarà più, 
come V* era nel caso precedente , univoca corrispondenza fra i gruppi G^ , G^, di 

due di queste serie. E infatti, presi q^z punti ad arbitrio sulla curva f, ad essi 
corrisponderà un numero finito di gruppi 6 ^*^\ ma questi non potranno determi- 
nare un uguale numero di gruppi G^:^'\ perché quest'ultimi, qualunque sia d'al- 
tronde il loro numero, hanno in comune g' + s punti , mentre secondo il teorema 
di Biemann e Roch non possono averne in comune più di q\ dovendo essere di 
per sé determinate le serie cui il teorema stesso si rirerisce, e quindi necessario 
dare soltanto le condizioni che valgono a ilcterminarne i singoli gruppi. Dunque i 
gruppi Gq,^^') dei quali ora parliamo , non potranno essere in numero uguale a 

quello dei gruppi G ^^\ determinati dai 5 + s punti arbitrari della curva f. dai 

quali gruppi G essi gruppi G ^ derivano. 

Perciò se fra le serie g ^^^ , ffg/^ ^ che si ottengono nel caso di s differente 

da zero, v'ha univoca corrispondenza, una simile corrispondenza non sussisterà fra 
ì gruppi di due associate di queste sene. 

IX. 

Caso limite. 

La relazione (r,) stabilita nel precedente §, dà il minimo valore del numero 
Q dei punti di un gruppo G^^*^^ per un dato valore del numero g, quando vi si con- 
siderino come noti i numeri jjl e ^ Un tal minimo non sarà altro che il più grande 
numero intero contenuto nella frazione che figura nel secondo membro della stessa 
relazione, questo numero aumentato di uno. Detto u il valore minimo di Q. cor- 
rispondente al valore dato v di (7, si avrà : 

per Q = v , Q = w. 

Per determinare poi i valori di q' , Q' , s, corrispondenti a questi valori di q 
e Q, ricorreremo alle seguenti equazioni : 

Q^Q' = 2(p-J)-n(|JL-3) 

Q-Q' = 2(s-^) + (n~ix)(iiL-3), 

che sono le (I) e (2) del § V; e all'altra: 

6 = p - (a' + 1 ) ((z + p - 2 |x(iJi - 3) - «) - 1 iJi([ji - 3) , 
che è Ja (a,) del § Vili. 
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I signori Brill e Noi ber, nella Memorì<a dalla quale noi abbiamo ricavato il 
presente lavoro, danno esempi d'applicazione delle formolo superiori. Questi due 
autori, partendo dalla ipotesi che t e ^ abbiano i valori : t = p — 1 , pi = 3 ; che il 
genere p della curva f sia un numero intero della forma 

2ic , 2ic + 1 , 3ii , 3t[ + 1 , 3Tt + 2 , ecc. , 

e q uguale ad uno dei numeri 1,2,3, offrono nella citata Memoria il seguente 
quadro riassuntivo del minimo valore di Q, e dei valori di Q' , a' , e, che corri- 
spondono ai suddetti valori di i , v- * P > Q- 



per p = 



a = 



Valore 
minimo di 



Valori 
corrispondenti di 



2z 

2TC+1 



3it 

3TC+1 

31C+2 



4t: 

4u+l 

4u + 3 



p — TI -f 1 



P-t: + ' 



P-t: + 3 



TC- 1 



n-1 



TT-l 



P + T[-3 



p + IT - 4 



P + TC-5 





1 



1 

2 


1 



ecc. 

L'esattezza dei numeri segnati in questo quadro si può verificare per mezzo 
delle formole notate al principio del presente §. 

Diamo ora esempi relativi a serie g^^^\ i cui gruppi contengono il minimo nu- 
mero di punti. Alle serie, che passiamo adesso ad esaminare, diciamo subito, per 
evitare ripetizioni inutili, eh' è sempre applicabile il teoroma del § V. 
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Sia C5 una curva del 5° ordine senza punti doppi. Applicando, come faremo 
nei successivi esempi, le formolo (5) e (6) della introduzione, avremo ora fc - , 
p=6. 

Sulla C5 esistono due, serie g^^^^ , g^^*\ i gruppi delle quali sono separati dalle 
coniche d*un sistema lineare 00', che passano per due punti, dati ad arbitrio sulla 
C3. Indicati con C, , C^ questi due punti, è chiaro che i gruppi della serie g^^^^ 
avranno in comune i punti C, , C2 ; e al gruppo di questa serie clf è determinato 
dai punti C| , C,, corrisponderà nella serie g^^^^^ quel gruppo , fissato dalla conica 
che tocca la curva C5 in C, e C2, e passa pel punto che individua quest* ultimo 
gruppo. 

C5' sia una curva del 5" ordine con 2 punti doppi (/t=2 , p=4). Sulla C5' esi- 
stono due serie ^j^*^ i cui gruppi sono separati dalle coniche d'una serie lineare 
00*, ogni curva della quale risulta di un paio di rette, che passano : una per uno 
dei punti doppi della C5', e l'altra per Taltro. 

I fasci di rette che hanno i centri rispettivi in questi punti della C^' , consi- 
derati uno per uno, separano due distinte serie 00* di gruppi G3 , che si manten- 
gono sempre tali, quantunque sì possa passare dalFuna all'altra, mediante la retta 
che unisce i centri dei fasci slessi. 

Ce sia una curva del 6® ordine con 2 punti doppi (ft = 2 , p = 8). Sulla Ce esi- 
stono due sistemi 00*: gli uni formati di serie g^^^^ , e gli altri di serie g^^^\ I 
gruppi Gg^^) , Ge^*^ appartenenti alle serie di questi due sistemi, si potranno sepa- 
rare mediante cubiche aggiunte. Bisognerà però supporre che queste cubiche sian 
formate di una conica che passa pei punti doppi della Ce , e di una retta arbi- 
traria, cubiche che sono determinate da 5 punti arbitrari della Ce. l gruppi G^^*' 
staranno sulla conica, e i gruppi Ge^*^ sulla retta. Ora presi ad arbitrio due punti 
6| ,62 sulla Ce, si faccia passare per uno di essi (p. e. 6|) una conica aggiunta, 
e per Taltro una retta. È chiaro allora che le cubiche aggiunte formate di questa 
conica e di questa retta , separeranno sulla Ce i gruppi Gg^^^ , Gg^*' , dei quali si 
parla; e si avranno così 00* serie g^^^\ alle quali corrisponderanno univocamente 
altrettante serie g^^'^^ e sarà sempre un gruppo d'una delle prime con un gruppo 
d*una delle seconde, sopra una medesima delle suddette cubiche aggiunte. Un 
gruppo Gg^*^ è dunque sempre residuo d'un gruppo Ge^'^. 

Per ultimo esempio consideriamo una curva Ce' del 6^ ordine con S punti doppi 
(& = 5,p = 5). 

Sulla Ce' esistono due sistemi 00* di serie g^^*\ le cui serie si corrispondono 
in modo univoco. I gruppi di questi due sistemi di serie, si possono separare sulla 
Ce' mediante cubiche aggiunte. Presi due punti arbitrari b^ , 6, della Ce', potremo 
supporre che il primo individui una delle serie del primo dei due suddetti sistemi, 
e l'altro un gruppo G4 di questa serie. Il gruppo G4' residuo di G4 , nella serie a 
questa associata, sarà determinato da due punti &/, b^' della Ce', il primo dei quali 
individuerà la nerie cui appartiene G4', e l'altro questo gruppo nella serie mede- 



Digitized by 



Google 



)( 257 )( 

sima , difatti la cubica aggiunta che passa pei quattro punti 6, , 62 « ^\ 9 ^t^ separa 
sulla C/ i due gruppi G4 , G/; questi gruppi si separeranno dunque per mezzo delle 
cubiche aggiunte, che passano per due punti arbitrari della curva 0'^. Quella di que- 
ste cubiche, che toccherà in ciascuno dei punti arbitrari la curva Ce' , individuerà 
quei due gruppi G4 » G/ che sono determinati da questi stessi punti, e hanno in essj 
riuniti due dei loro punti. Cosi si otterranno effettivamente due sistemi 00* di serie 
di gruppi G/*), e si separeranno i gruppi residui di due associate di queste serie. 
Due di siffatte serie saranno, p. e., quelle i cui gruppi sono separati dalle coni- 
che che passano per quattro dei punti doppi della C^', e dalle rette che passano 
per il quinto punto doppio rimanente. 



Sulle soluzioni del problema dei gruppi partioolari. 

Nel § YIII ci siamo occupati, considerandolo sotto il suo aspetto algebrico, del 
problema dei gruppi particolari, senza tuttavia ricercare, astrazion fatta dalla re- 
lazione («i) dello stesso §, necessaria per l'esistenza di siffatti gruppi, se l'equa- 
zioni del sistema (s), cui quel problema conduce, e nelle quali il numero delle in- 
cognite deve almeno uguagliare quello delle equazioni , non contenevano alcuna 
contradizionc, altrimenti, se non fosse stato possibile dedurre un numero finito, 
com*espressione del numero delle soluzioni comuni alle equazioni del problema. 

La possibilità che il numero e potesse avere un valore diverso da quello che 
fu ad esso assegnato nelfora indicato §, fu essa pure esclusa dalle considerazioni 
in esso svolte ; e per il valore allora attribuito ad e, e solo per questo, furono ri- 
tenute possibili le ulteriori applicazioni del problema. 

Ora possiamo seguire due diverse vie per giungere a stabilire le incompati- 
bilità e la limitazione del numero delle soluzioni di un problema algebrico : per 
mezzo della discussione delle equazioni, che ad esso si riferiscono, si riesce ad ot- 
tenere respressione numerica, che ne determina il numero delle soluzioni; oppure, 
per certe ipotesi che si facciano sulle costanti del problema, che diviene cosi parti- 
colare, è ammissìbile che si possa scorgere sempre direttamente l'esistenza di solu- 
zioni, e non rimanga a dimostrare altro, che il numero di queste non può essere infi- 
nitamente grande. Quindi, se noi ci riferiamo al problema generale che ci occupa, e 
supponiamo che le dette ipotesi sulle costanti di esso abbiano stabilito, p. e.o una con- 
dizione, esprimibile in modo algebrico fra le sue equazioni, la quale sia identica- 
mente soddisfatta in virtù di queste ipotesi, il problema particolare che per queste 
è derivato avrà un numero infinito di soluzioni, perchè tante debbono ammetterne 
le sue equazioni, che sono rimaste indipendenti una dall'altra, mentre il suddetto 
problema generale dovrà riguardarsi come possibile sulla curva A perchè non è 
infinito il numero delle soluzioni delle equazioni, che ad esso si riferiscono. 
VOI. XXIII. 31 



Digitized by 



Google 



)( 258 )) 

Se ammettiamo che al nostro problema sia applicabile il teorema del $ V, per 
la possibilità del problema dovrà sussistere (§ Vili) la relazione; 

quindi, se sussistessero in pari tempo le due relazioni: 

a>Q-tó' + l)((Z + p-l-g|i(iJt-3)-f) 

il problema stesso diverrebbe insolubile. E difatti, perchè secondo Y ipotesi fatta 
si può applicare a questo problema il teorema indicato, bisognerà che esista un 
gruppo 6q, affinchè il problema abbia soluzione , ma un tal gruppo non esiste se 

sussìstono le due ultime relazioni, dunque il problema non ha soluzione in que 
sto caso. 

Del resto abbiamo più sopra accennato a due diverse maniere, che possono 
permetterci di concludere se il nostro problema ammette o no soluzione; e sebbene 
la prima di esse si mostri in generale irta di difficoltà, il più spesso forse insu- 
perabili, il signor Bri 11, nella sua memoria : Veber Ealsprechea von Punhlsysfe- 
mcn aufcAner Curve (Math. Annalen, Bd. VI, p. 61, e s.), l'ha tuttavia applicata 
ad alcuni problemi della stessa natura del nostro, e stabilito delle formolo , che 
permettono di ricavarne altre, applicabili ad una classe importantissima di tali pro- 
blemi. Queste formolo si riferiscono al caso dei gruppi particolari G^^*\ pei quali 
il corrispondente problema fu in forma algebrica enunciato anche dai signori 
Clebsch e Gordan nell'opera: Tlieorie der Abclscheìi FuncUonen (v. § 61). 

I gruppi 6q(*) dei quali ora parliamo, godono infatti della proprietà, che pei 
punti di ciascuno è possibile far passare una serie oo^' di curve aggiunte dell'or- 
dine n - 3, ovvero, perchè ha luogo la relazione : 

a = Q-p + l+|jii(lx-3) + a', 

e da essa si ricava (per q=\ , pi = 3) g' = p — Q, una serie oop-Q di tali curve. 

Le citate formolo comprendono perciò il caso contemplato da Rie man n (v. 

AbeCsche Fimcd'onen, § 5), che corrisponde a quello di g = 1 segnato nel quadro 

del § IX, dove Q ha in pari tempo il minimo valore , il quale . come si deduce 

1 1 

subito dal quadro stesso, è espresso da ::(p + 2), se p è pari, e da «(p + S), se 
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j) è dispari ; e q' corrispondentemente i valori : 

4'=^(p-2) , g'=\(p-i). 

Ritornando adesso al problema, clie continua ad essere l'argomento anche del 
presente 5> noi osserveremo , che le equazioni di esso problema risultano (§ TIII) 
dal porre uguale a zero ciascuno dei determinanti del grado Q, che derivano dalla 
matrice : 



(C) 












,(.(^-1)) ,,(.(«-^)) 



ifACC 



^Q+x*«' 



(J«-)) 



9\a^ ) o,[x ) ^^^^{x ) 

dove Q + X = ( 4- 1 (X >^0) ; <p(a?^**)) sta in luogo di 9(a?i^*^ , co^^^^ , a?3^*0 ) ® 1® coordi- 
nate a;, ^*^ , aca^*^ > 20/^ dei Q punti a;^'>, verificano l'equazione: /"(a?, ,05» ,«3) = 0. 
Ora è evidente che il numero delle soluzioni comuni al sistema delle equazioni 
che in questo modo si ottengono, dev'essere limitato e dipendente da X. E sic- 
come è dall'esistenza non esistenza di tali soluzioni, che si potrà concludere se 
il problema del § TIII è non è risolvibile, cosi, avendo già dimostrato (§ VII!) 
che il problema stesso è risolvibile semprechè il numero e, che figura nel secondo 
membro dell'uguaglianza: 



Q = fl+(a' + l)(3 + p-l-|lii(l*-3)-t) + e 0^3 + 



Q') 



è intero positivo, e non lo è nel caso che il numero intero e sìa negativo, si con- 
cluderà subito che il numero delle soluzioni comuni al detto sistema di equazioni, 
deve anche dipendere da e. Se dunque s'indica con (Q-f X)^ un tal numero di 

soluzioni, si avrà: 



n 



(A) 



(Q + X)o = *(^>e)> 



(*) I signori Brill e N5ther, nella citata Memoria, affermano, senza dimo- 
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dove la funzione 4(X', e) ammetterà un valore intero positivo diverso ria zero, per 
ogni sistema di valori interi e positivi di X ed e, e sarà uguale a zero per qua- 
lunque sistema di valori interi di X ed e, dei quali quello di e sia negativo. 



strarlo, che il numero (Q + X) è dato dalla seguente forinola : 

<B) (Q-^)«=(x:i)-(f)(i--^o-®a-t)- 

(-l)n|MCT^)---(Xpari) 

(-l)M 1^4- lì ì •••(^ dispari). 



X±t/ P \ 



formola che per ora è dimostrata solo per X = 0, 1, 2, 3 (v. i Math. Annalen, Voi. VI, 
p. 61 e. s,), e nella quale è : 

M essendo il numero dei punti , nei quali una curva <p sega la / , e che non sono 
comuni alla /* e a tutte le curve «p. 

I medesimi autori, supponendo < = p — 1 , |jl = 3, deducono che i gruppi partico- 
lari Gp^^^*^ (p dispari) non esistono sulla curva f. Infatti , per 



g = l , Q=^-Ì^ , <=p-l , |x = 3, 
si ricavano subito, da formolo da noi precedentemente stabilite, le uguaglianze : 

Ma col solito metodo di deduzione da a ad a + 1 si prova , che la somma dei 
primi a + 1 termini del 2^ membro della (B) è data da : 

2X\/ 3X-2a \ a-2a + l)(X-2a) 



/2X\/ 3X-2a \ (X-2a + l)(X 
=*=\a/\X-2a+l/ X.(X + 1) 
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Dalla formola (A), supposto che e vi rappresenti un numero positivo intero ; 
che sia ^=:p — 1, e pi = 3, dovrà sempre risultare un numero positivo intero di- 
verso da zero per il numero (Q + à)q ; quindi potremo rispondere in modo affer- 
mativo riguardo alla possibilità del problema dei gruppi particolari Gq^*\ per p>l ; 

e potremo anche dire di aver dato un metodo per la risoluzione algebrica di questo 
problema ; e tutto ciò senza avere avuto bisogno di supporre vincolate da parti- 
colari equazioni di condizione le costanti deirequazione della curva f, sulla quale 
debbono stare i gruppi considerati G^^\ Ma essendo ora applicabile a questo pro- 
blema il teorema del § Y, e ricavandosi dalla formola : 

g' = Q'-p + l+|(lJL-3)(2n~iA) + (Z (per iA = 3,g = l) 

g' = Q' — p + 2, si concluderà che i gruppi 6^, , residui dei gruppi 6^^'^ , si 

possono, mediante una. serie lineare di curve aggiunte dell'ordine n-3, sepa- 
rare sulla curva f. Volendo poi che Q' abbia il massimo valore , bisognerà sup- 
porre che Q abbia il valore mìnimo. Allora dal quadro del § IX si dedurrà ; 

Q' = J(3p-.6) , 3' = i(p-2), 



per p pan, e 



2^ 



Q' = |(3p-7) , g' = |(p-3), 



per p dispari. Cosi noi abbiamo potuto concludere l'esistenza dei gruppi partico- 

lari Gq, , e la loro separazione sulla curva f, mediante curve aggiunte deiror- 

dine n — 3, conclusioni che in altra guisa ricavate, avrebbero presentato una ben 
diversa difficoltà. 



la quale espressione, per a=— jr — (X dispari), e per a = - (X pari), diviene rispet- 

2 2 

tivamente : 

±A + M. 1.0=^0 , ±J lY2X.o = o, 

e di qui si ricava, che nel caso contemplato ò (Q -f X) = ; e. d. d. 
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Infine osserveremo, che la seconda delle vie indicate di sopra , per decidere 
intorno alla possibilità del problema algebrico, del quale ci siamo finora occupati, 
permette di scoprire le curve algebriche sulle quali un simile problema ammette 
soluzione. In molti casi particolari essa via ci condurrà alla conclusione che si 
vuole ricavare, senza che però si possa, dal complesso di questi casi, dedurre tali 
criteri , che permettano di stabilire un metodo per potere subito decidere quali 
sono i caratteri di tutte quelle curve, sulle quali il problema stesso è risolvibile. 
Cosi, p. e. , se si trattasse di sapere se sopra una curva del G® ordine C^ , dotata 
di 4 punti (fc = 4 , p = 6), esiste una serie di gruppi particolari 6«(*\ e si volesse 
seguire la via ora indicata, bisognerebbe osservare che da formole anteriori si de- 
ducono per questo caso, per X ed e, i valori: X = , e = ?. Dunque ad uno si ri- 
duce il numero delle equazioni delPattuale problema, e quest'unica equazione con- 
terrà tre incognite, a due delle quali potremo attribuire valori arbitrari. Essa darà 
perciò un numero limitato di soluzioni relative al problema, e questo sarà dunque 
risolvibile. Se si ricorre poi alla formola dei signori Brill e Nother, che noi 
abbiamo indicato in nota, la quale formola é per il caso che ora consideriamo di- 
mostrata; osservando che per questo caso è 1 = 5, si concluderà subito che il nu- 
mero delle suddette soluzioni è uguale a S. 

É questa pertanto la via cha abbiamo seguita, per decidere circa la possibi- 
lità del problema del § Vili, e per ottenere un metodo di risoluzione del medesi- 
mo, come lo si vede chiaramente, quando si pensi, che per concludere una tale 
possibilità, e per avere un tal metodo, abbiamo ricorso alle equazioni del siste- 
ma (C). 

(continua). 
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STUDIO GEOMETRICO SULUIPOCICLOIDE TRICUSPIDE 

Dsr O T -A. 

DI 

CARMELO INTRIGILA 



1 pTìmi teoremi suir inviluppo delle tangenti ai vertici delle parabole iscrìtte 
\tv\XT\ triangolo furono enunciati (senza dimostrazione) da Steiner {Giornale di 
Ctelle, voi. 53, p. 231). I teoremi dì Steiner vennero poscia dimostrati ed ac- 
cresciuti dal chiarissimo prof. Cremona in un suo pregevole lavoro pubblicato 
nel voi. 64, p. 101, del medesimo giornale di Creile. Queirinviluppo è stato stu- 
diato anche da Bellavìtis (Atti dell'Istituto Veneto, voi. X, serie 3*. Seguito 
(Iella settima Rivista di Giornali, Geometria piana n® 93), da Greer , Ferrers , 
Walton, Cayley e Griffiths (si vegga il Quarlerly Journal voi. VII, VII! e 
JX), da Serret {Nouvelles Annales de Matliémaiiques , voi. IX, serie 2*, pag. 73) 
e da altri geometri. 

Io riprendo il medesimo argomento per mostrare come parecchi teoremi sul- 

rinviluppo in quistione, dimostrati dal Cremona mediante la teoria generale delle 

cur?e piane del 3^ grado , possono dedursi da semplicissime considerazioni sulla 

parabola e suiripeibole equilatera : considerazioni che mi hanno condotto poi ad 

altri risultamenti che mi paiono nuovi e che riassumo nella presente nota. 



1. a) Siano P il fuoco d'una parabola <p iscritta in un triangolo ABC = a6c 
(flg. 1); PaiP^j^c 1® 'proiezioni ortogonali di F sui lati a, 6, e di questo trian- 
golo, e Ma tangente al vertice di <p, la quale, come si sa, passa pei punti Pa,P^,Pc. 

Indichiamo con A, , B^ , C^ i punti medi dei lati BC,CA,AB del triangolo ABC; 
con H il punto d'incontro delle sue altezze, e con P^^ , P,^ , P|g i punti medi delle 
tre diagonali APtt,BP^,CP^ del quadrilatero completo abcl; i quali tre ultimi punti 
giacciono evidentemente sui lati B|C, , C^A, , A^B, del triangolo AiBjCi. 

Si ponga t.HF=F, ,HP,o-FP«=eQ. I due triangoli AIIP^^ , P,^P„Q sono eviden- 
temente eguali, e sì ha HP,«=P|oQ. Ma si sa essere HF^^F^F; perchè i punti II 
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ed F, giacciono rispettivamente sulla direttrice e sulla tangente al vertice di 9. 
Dunque F^P,^ è parallela ad FP„ , e quindi perpendicolare a B,C|. 




(Fig. 1). 

Similmente si dimostrerebbe che F^P^^ è perpendicolare a C,A| , ed F,P,^ è 
perpendicolare ad A^B,. Dunque: le proiezioni orlogonali del punlo F, sui lati 
del triangolo A^B^C, giacciono per dir ilio sitila viedianat^ del quadrilatero abct. 
Ed in conseguenza F^ è il fuoco d*una parabola <p|, iscritta in A,B|C|, ed avente 
per tangente al vertice la retta t^. 

b) Ora la mediana ^^ del quadrilatero abcl 6 perpendicolare alla tangente l 
al vertice della parabola «p ; quindi, se t^ è la tangente al vertice di <p, , ( , che 
passa pel fuoco F| di 9, , ne sarà evidentemente Tasse. Laonde, essendo noto che 
9, è coniugata col triangolo ABC, risulta che : 

L'asse t d'una parabola 9, coniugata ad un triangolo ABC, si può prendere 
come tangente al vertice d'ima parabola <p iscritta nel triangolo medesimo, 

2. a) Indichiamo con ^'r un'iperbole equilatera di centro I,., circoscritta al 
triangolo ABC (Dg. 2) ; con a,, ed a/ , s^ ed s/ gli assi e gli assintoti di <j;^ , « 
con U ed U', V e V i punti d'incontro di questi assi ed assintoti con un lato qua- 
lunque, p. e. AC, del triangolo ABC. 

La corda AC di ^j, e il segmento TV, che gli assintoti di ^'r determinano so- 
pra AC, hanno, come si sa, lo stesso punto medio B|. Sia B/ il punto medio dì 
UD'. Siccome UU' e VV sono coppie di punti coniugati armonici , risulta , per 
un noto teorema (•). che il segmento B,B/ e visto dal punto I,. sotto un angolo 



(*) Il teorema cui accenno è questo : Il quadrato della distanza B|B/ dei punti 
medi di due segmenti W , UU' che si dividono armonicamente è uguale alla somma dei 
quadrati delle loro metà. 
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retto. Ora 1^6, è una corda del circolo (Of) dei nove punti del triangolo ABC ; 
quindi la retta I^B/ incontra di nuovo (0|} nel punto B2 diametralmente opposto 
a 6|. 




(Fig. 2). 

Per Bj si conduca la retta A"C'' parallela ad AC : A"C" segherà gli assi di ^ 
in due punti simmetrici rispetto a Bj (poiché U,U' lo sono rispetto a B/ e B/B 
passa pel centro I^ di ^'r)- 

Evidentemente poi vi sono altre due rette C" B" , B" A" analoghe alla retta 
A" C" ; le quali si ottengono dalla dimostrazione precedente, considerando, in luogo 
del lato AC , ciascuno degli altri due lati CB , BA del triangolo ABC. Queste tre 
rette danno luogo ad un triangolo A"B"C" che, come è facile vedere, è il sim- 
metrico di ABC rispetto al punto 0| : A"B"C" ha dunque lo stesso circolo dei nove 
punti del triangolo ABC. 

Possiamo immaginare allora un'iperbole equilatera t};/', dì centro I,. , circo- 
scritta al triangolo A"B"C" ; e ^'r" avrà per assintoti gli assi di «I/,.. 

Le iperboli 4^/ e ({;/' 8o;io dunque tali che gli assi e gli assinloU delVuna 
sono assintoti ed assi dell'altra. 

b) Ora, se indichiamo con d uno stesso diametro delle iperboli ^^ e 4^/', i 
diametri di queste iperboli, coniugati di d, sono evidentemente ad angolo retto ; 
e quindi le polari di uno stesso punto, rispetto a <]/r ^ ^ ({// sono pure ad angolo 
retto. Laonde : 

Se un triangolo è coniugalo con una delle due iperboli ^^ ^ ^r"> ^^ polari 
dei vertici di questo triangolo rispello all'altra iperbole saranno perpendicolari 
ai lati opposti. 

e) Per brevità chiamerò triangolo coniugato-ortogonale rispetto a una qualun- 
que conica X* un triangolo tale che le polari dei suoi vertici rispetto alla conica 
risultino perpendicolari ai lati opposti. Viceversa dirò che la conica x (la Quale è 
sempre iperbole equilatera) è coniugata- ortogonale col triangolo! 



voi. xxiu. 



34 
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d) La proprietà di avere le coniche ^^ e 4//' lo stesso centro, e di essere Tuna 
coniugata, Taltra coniugata-ortogonale con uno stesso triangolo , ci fa concludere 
che il luogo dei centri delle iperboli equilatere coniugate a un triangolo coincide 
con il luogo dei centri delle iperboli coniugate-ortogonali col triangolo medesimo : 
per modo che quest'ultimo luogo è, come quello, la circonferenza di cerchio cir- 
coscritta al triangolo. 

§11. 

1 . a) É noto che : 

« Se ABCD sono i punti dHnconlro di un circolo (0) con una parabola (p , 
due lati opposti qualunque del quadrangolo completo ABCD hanno la medesima 
inclinazione sulVasse a dì cp ». 

(( Viceversa : se due corde d'una parabola 9 hanno la medesima inclinazione 
sull'asse a liì cp, gli estremi di queste due corde giacciono sopra una medesima 
circonferenza di cerchio ». 

6) Ciò posto siano AB , CD due corde di 9 equinclinatc sopra a. Sia inoltre 
E il punto medio di AB , E' il punto medio di CD, ed f, il baricentro dei quattro 
punti A , B , C . D : I| sarà il punto medio del segmento EE'. Facciamo muovere 
AB parallelamente a se stessa : allora i punti E ed I^ descriveranno due diametri 
di <p. Ma quando AB passa pel punto a.CD, il punto E sarà il simmetrico di E' ri- 
spetto all'asse a di fp ; e quindi I^ giacerà su quest'asse. Dunque : 

Il baricentro dei quattro punti ABCD , quando AB si fa muovere parallela- 
mente a se stessa, descriverà Vasse a della parabola <p. 
e) Possiamo dire allora che : 

Il baricentro dei punti d'incontro (reali immaginari) di un circolo con una 
parabola, giace spirasse di questa parabola, 
d) Viceversa si dimostra che : 

Se il baricentro di quattro punti d*una parabola giace sull'asse di questa 
parabola, i quattro punti giaceranno sopra una medesima circonferenza di cerchio. 

2. a) Siano <p e 9' le due parabole che si possono circoscrivere ad un qua- 
drangolo ABCD, iscrittjbile in un cerchio. Dal teorema enunciato in e) risulta che, 
il punto d'incontro degli assi di queste parabole coinciderà col baricentro I| dei 
quattro punti ABCD. 

Ora se consideriamo l'iperbole equilatera ^^ , luogo dei centri delle coniche 
circoscritte al quadrangolo ABCD, ^^^ avrà per centro I{ ; e quindi gli assintoti di 
^^ saranno gli assi delle due parabole <p e cp'. 

Se si fa astrazione del quarto vertice D del quadrangolo ABCD, e si osservi 
che l'iperbole ^t passa pei punti medi dei lati del triangolo ABC , si può enun* 
ciare il seguente teorema : 

Se due parabole circoscritte a un triangolo hanno i loro assi orlogonali, 
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questi saranno assinioli di un'iperbole equilatera circoscritta al triangolo mediano 
del triangolo dato. 

b) S* indichi con LMN il triangolo diagonale del quadrangolo ABCD : LMN sarà 
iscritto in ^, ed è coniugato con ciascuna delle due parabole <^ e <p'. Da ciò ri- 
sulta, in virtù di quanto fu detto nel n. 1, b) del § I, che: 

Se un'iperbole equilatera è circoscritta a un triangolo, esistono due parabole 
iscrille in questo triangolo e che hanno per tangenti ai vertici gli assintoti del- 
l'iperbole equilatera. 

e) Da questo teorema e dal precedente si conclude facilmente che : 

L'asse d'una parabola circoscritta a un triangolo si può prendere come tan- 
gente al vertice d'una parabola iscritta nel suo triangolo mediano. 

d) Dal teorema enunciato in b) si deduce poi quest*altro : 
l' inviluppo delle tangenti ai vertici delle parabole iscritte in un triangolo 
coincide con V inviluppo degli assintoti delle iperboli equilatere drcoscritle al 
triangolo medesimo (*). 

Questo inviluppo tocca evidentemente i tre lati e le tre altezze del triangolo; 
poiché ciascun lato e le altezze corrispondenti si possono considerare come gli as- 
sintoti di un'iperbole equilatera (impropria) circoscritta al triangolo medesimo. 

e) Ora , ogni iperbole equilatera circoscritta a un triangolo passa pel punto 
d'incontro delle sue altezze. Dunque risulta che: 

Pei quattro triangoli cui danuo hiogo i quattro vertici di un quadrangolo 
ortogonale, Vinviluppo delle tangenti ai vertici delle parabole iscritte in ciascuno 
di questi triangoli è mu'co per tutti e quattro. 

f) Dimostreremo in seguito che l'inviluppo in parola è una curva della 3' 
classe e del 4® ordine. Questa curva viene anche generata da un punto dato d una 
circonferenza che rotola internamente, senza strisciare, sopra un' altra circonferenza 
di raggio triplo- La curva ammette tre punti singolari (cuspidi) e tre assi di sim- 
meiria (le tangenti cuspidali), e si è chiamata ipocicloide tncuspide. 

g) Usando di questa denominazione , possiamo enunciare , in virtù di quanto 
fu detto nel n. 2, a) del paragrafo precedente, il seguente teorema : 

Gli assi e gli assintoti delle iperboli equilatere circoscritte a un medesimo 
triangolo ABC inviluppano due ipocicloidi tricuspidi , 0'', simmetriche rispetto 
al centro del circolo dei nove punti di questo triangolo. 

h) Ora, le iperboli equilatere circoscritte a un triangolo sono coniugate col 
triangolo che ha per vertici i piedi delle altezze del primo. Dunque : 

Gli assi e gli assintoti delle iperboli equilatere coniugate^ o coniugate-orlo- 
gonali (§ I, 2, 67), a un triangolo , inviluppano due ipocicloidi tricuspidi sim- 
metriche rispetto al centro del circolo circoscritto a questo triangolo. 

i) La curva che abbiamo considerato come inviluppo degli assintoti delle 



(•) Cremona 1. e. p. 108 e HO, n. 16 e 20. Serret 1. e. p. 18. 
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iperboli equilatere circoscritte al triangolo ABC, o come inviluppo delle tangenti 
ai vertici delle parabole iscritte in esso triangolo, è anche (§ I, n. 1, 6)), l'invi- 
luppo degli assi delle parabole conjugate col triangolo ABC , o iscritte nel trian- 
golo A|B{C|. La stessa poi, avuto riguardo al teorema enunciato nel n. 2 \a) o c)\ 
di questo paragrafo, può anche considerarsi come l'inviluppo degli assi delle pa- 
rabole circoscrìtte al triangolo che si ottiene conducendo dai vertici del triangolo 
ABC le parallele ai lati opposti (•). 

Riassumendo dunque tutti questi risultati , possiamo stabilire il teorema se- 
guente : 

Gli assi e le tangenli ai vertici delle parabole iscritte o coniugale a un trian- 
golOy gli assi delle parabole circoscritte, e gli assi e gli assinloli delle iperboli 
equilatere circoscritte^ coniugate, o coniugale ortogonali al medesimo triangolo 
rotolano sopra altrettante ipocicloidi tricuspidi, 

k) Sarà dimostrato nel § seguente (n. 2, e)) che, Tipocicloide tricuspide non 
ammette tangenti parallele. Tenendo conto di questa proprietà, e avuto riguardo 
a quanto fu detto in g) , risulta , dietro un noto teorema sull'iperbole equilatera, 
che : 

Il luogo dei vertici degli angoli retti circoscritti aWipocicloide è ti cer- 
chio (0|) (••). 

I) Le curve e 0" essendo simmetriche rispetto al punto 0{ , risulta che, se 
si considerano due tangenti ortogonali qualunque della curva 0, che si segano in 
uh punto I del circolo (0|), le tangenti ortogonali di 6" passanti pel punto di (0«), 
diametralmente opposto ad I, formeranno con quelle un rettangolo iscritto nel cir- 
colo (0,). Laonde : 

Il luogo dei punti dHncontro delle tangenti di coUe tangenti di 0'*, ortogo- 
nali alle prime, è il circolo (0|). 

5 m. 

1. a) Siano s^ ed s/ gli assintoti di un iperbole equilatera ^,., di centro I, , 
circoscritta al triangolo ABC (fig. 3) ; F^ > ^r' * fuochi delle due parabole <f>, , <p/ 

(*) La proprietà che gli assi delle parabole circoscritte a un medesimo triangolo 
inviluppano nnipocìcloide della 3* classe, ci fa concladere che il problema e Circo- 
scrivere a un triangolo una parabola di cui le normali nei tre vertici del triangolo 
passino per un medesimo punto » ha tre soluzioni. Difatti , la condizione perchè le 
normali in tre punti d*una parabola concorrono insieme, è, come è noto, che il ba- 
ricentro del triangolo, che ha per vertici questi 3 punti, giaccia sull' asse della para- 
bola. Ora, tra tutte le parabole circoscritte a un triangolo, ve ne son 3 (3 sole) i cui 
assi passano pel baricentro del triangolo. Dunque ec. Queste 3 soluzioni , come ve- 
dremo, sono sempre reali. 

(••) Cremona, 1. e. p. 103 n. 6. 
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che si possono iscriverò in ABG, ed ayenti per tangenti ai vertici le rette 8^ , s^! 
ed H il punto delle altezze del triangolo ABC. 




(Fig. 3). 

Poniamo 8y.HFy = F,y , V.HF/ = F,/. I punti F,^ ed F,/ apparterranno, come 
è noto, al circolo (0{) dei nove punti del triangolo ABC ; e saranno, in virtù di 
quanto fu detto nel n. 1, 6) del § I, fuochi di due parabole coniugate con questit 
triangolo, ed aventi per assi le rette s, ed s/. Dunque : 

Se 8i circoscrive a un triangolo un'iperbole equilaleraj ciascuno dei suoi as- 
sintoli incontra il circolo dei nove punti di questo triangolo in due puntij di cui 
uno è il centro dellHperbole medesima^ e Valtro è il fuobo d'una p arabola con- 
ingoia col triangolo, ed avente per asse lo stesso assintoto dell'iperbole. 

A 

b) L* angolo F^J^F,^' essendo retto, F^^F,/ sarà un diametro del circolo (O»); 
quindi F^F/ sarà un diametro del circolo (0) circoscritto al trian gelo ABC. Sicché : 

Se un'iperbole equilatera è circoscritta a un triangolo, i fuochi delle due 
parabole, ciascuna delle quali tocca un assintoto dellHperbole e i tre lati del trian- 
golo, saranno due punti diametralmente opposti della circonferenza circoscritta 
al triangolo, 

e) I punti l\ ed Fj^ essendo due punti omotetici dei circoli (0) ed (0,) , ri- 
spetto al loro centro H di omotetia diretta, i punti F^ ed F,/ saranno omotetici 
rispetto al centro S di omotetia inversa. Quindi Tasse della parabola <f^ e la tan- 
gente al vertice della parabola 9/ sono rette omotetiche, col centro in S e col 
rapporto -2 di omotetia. Laonde: 

Se una parabola variabile si mantiene iscritta in un dato triangolo, Vasse 
e la tangente al vertice di questa parabola invilupperanno due ipocicloidi tricw 
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spidi inversamente omoteliche ; per le qìiaìi il centro di omotetia è il bariceniro 
del triangolo, e ì è il rapporto di omotetia. 

d) Ora Tasse d'una parabola <p, , iscritta nel triangolo AjBjC, , ovvero con- 
iugata col triangolo ABO, si può prendere come tangente al vertice d* una para- 
bola 9 iscritta nel triangolo ABC (§ I, 1. b)) ; mentre la tangente al vertice di ^ 
si può prendere come asse d*una parabola circoscritta allo stesso triangolo ABC 
(§ II, 2, e)). Si conclude da ciò che: 

Le tangenti ai verlici delle parabole iscritte in un triangolOy o, ciò che è lo 
slesso j gli assi delle parabole coniugate con questo triangolo, inviluppano un ipo- 
cicloide inversamente omotetica di quella che inviluppano gli assi delle parabole 
circoscritte allo stesso triangolo. Il centro di omotetia di queste due curve essendo 
il baricentro del triangoiOy e 2 il rapporto di omotetia. 

e) Da questo teorema e dal precedente si deduce : 

Le ipocicloidi inviluppi degli assi delle parabole iscritte e circoscritte al me- 
desimo triangolo sono due curve omotetiche dirette; per le quali il centro di omo- 
tetia è il bariceniro del triangolo, e i è il rapporto di omotetia {*). 

2. a) Indichiamo con V e V i punti d' incontro degli assintoti 8^ ed s/ del- 
l'iperbole tl;^ con un lato qualunque, p. e. AC. del triangolo ABC. Dall'essere AC 
una corda di ^^ , segue , per un noto teorema , che questa corda e il segmento 
YY' hanno lo stesso punto medio B, ; sicché si avrà : 

Il triangolo VI^B, essendo allora isoscele, gli archi I^B' , B^Fi,. del circolo (0^) 
(in cui B' rappresenta il piede dell'altezza BB' del triangolo ABC) , saranno l'uno 



(•) Segue da ciò che, se si considerano le tre parabole <p', circoscritte al trian- 
golo ABC, i cui assi passino pel baricentro del triangolo, questi saranno altresì assi 
di tre parabole <p, iscritte nel triangolo medesimo. Siccome però le normali a ciascuna 
delle parabole <p' nei vertici del triangolo ABC concorrono in uno stesso punto (Vedi 
nota del § II) ; segue, per un noto teorema, che le normali a ciascuna delle coniche 
<p nei punti di contatto coi lati del triangolo ABC, concorrono anche in un medesimo 
punto. Onde si conclude che: 

l^ Se una parabola è iscritta in un triangolo, la condizione perchè le normali 
a questa parabola, nei punti in cui essa tocca i 3 lati del triangolo , concorrano in 
un medesimo punto , è che il baricentro di questo triangolo giaccia sulV asse della 
parabola. 

2^ Se il baricentro di un triangolo iscritto o circoscritto a una parabola, giace 
sulVe^sse di questa, il baricentro del triangolo polare reciproco^ rispetto alla parabola 
giacerà altresì su quest'asse. 
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doppio dell'altro ; cioè si avrà : 

are. I^B' = 2,arc. B^F,^ (1) 

Per un'altra iperbole ^^^ circoscritta al triangolo ABC, si avrà similmente: 

are. IjB' =2.arc. BiFii; (2) 

quindi da (1) e (2) si deduce : 

are. Irh =2.arc.F|<F.^. (3) 

La (3) dimostra che : 

Se un' iperbole equilatera ^^ , variabile^ si manliene circoscritta a un dato 
triangolo ÀBO, i due punii I,. ed Fi^ , in cui uno stesso assimoto s,. di ^^ in- 
contra il circolo (0,) dei nove punti di questo triangolo , si muoveranno , «opra 
(Oi)j in senso opposto e con velocità angolari una doppia delPaltra. 

6) Possiamo immaginare una corda fissa F|yly = s^, ed una corda variabile 

F,J, = Si del circolo (0,) ; in modo che tra gli archi I^ì, , Fi^F,^ di questo cir- 
colo abbia luogo la relazione (3). Allora sarà facile dimostrare che, se si costrui- 
sce un triangolo che abbia {0^) per suo circolo dei nove punti , e di cui un lato 
e l'altezza relativa coincidano rispettivamente con la retta s^ e con la perpendico- 
lare ad Sf nel punto I,. , Fiperbole equilatera , di centro I^ , circoscritta a questo 
triangolo avrà s^ per uno dei suoi assintoti. In conseguenza di ciò il teorema sul- 
rinvìluppo degli assintoti delle iperboli equilatere circoscritte a un triangolo può 
enunciarsi a questo modo : 

Se due raggi 0, 1,. , O, F^,. di un circolo (0|) girano simultaneamente intomo 
al punto 0| , in senso opposto e con velocitò angolari V una doppia dell altra, 
linviluppo della corda I^F,^ = s,. sarà un' ipocicloide tricuspide (*). 

e) Il circolo (0) , circoscritto al triangolo ABC , ed il circolo (0,) dei nove 
punti di questo triangolo, essendo omotetici, col centro di omotetia diretta in H 
(punto delle altezze del triangolo) e col rapporto di omotetia 2, si avrà 

are. F^F^ = 2.arc.F,,F„; 
ovvero, tenendo conto della (3), 

are. I,.I^ = arc. F|F,.. 



(*) Cremona, 1. e. p. 106, n. Ih 
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Quest'ultima relazione dimostra che: 
Se il centro di un'iperbole equilatera circoscritta a un triangolo si muove 
di un angolo a sul circolo dei nove punti di questo triangolo, U fuoco della 
parabola, iscritta in esso triangolo ed avente per tangente al vertice un assinloto 

1 

deWiperbole, si muoverà» in senso opposto e di un angolo r a , sul circolo cir- 
coscrivo al triangolo medesima). 

d) L'angolo dei due assintoti s^ ed Sg delle iperboli ^r e ^t ha la stessa mi- 
sura della metà dell'arco I^ J^ ; ovvero della metà dell'arco F^ F^. Ma F^ ed F, sono 
i fuochi delle due parabole <P|. e «Pi , iscritte in ABC ed aventi per tangenti ai ver- 
tici le rette s^ ed s^. Dunque : 

Se due parabole sono iscritte in un triangolo , V angolo delle loro tangenti 
ai vertici ha la stessa misura della metà dell'arco della circonferenza circoscritta 
aj, triangolo, e compreso tra i fuochi di queste due parabole. 

Laonde : 
Se tre parabole sono iscritte in un medesimo triangolo, le loro tangenti ai 
vertici, in generale, formano un triangolo simile al triangolo che ha per vertici 
i fuochi delle tre parabole, 

e) Segue dal teorema precedente che, se Tangolo delle tangenti ai vertici di 
due parabole iscritte in un triangolo si annulla, queste parabole , e quindi anche 
le loro tangenti ai vertici, coincideranno. Onde : 

jL' ipocicloide non ammette tangenti parallele. 

f) Si ponga Sy.8| = P ; e si osservi che, essendo l'arco I,. I| doppio dell' arco 
F,yF,| , il triangolo PI^F,,. è isoscele ; quindi 

I,F,, = F,,P. 

Ora, se supponiamo il centro 1| dell'iperbole <p| infinitamente vicino al centro 
I,. dell'iperbole 4^^» Tassintoto s^ di ^^ sarà infinitamente vicino all'assintoto s^ di 
^f ; ed il punto d'intersezione P di &> con s^ diventerà quindi il punto di contatto 
P|. di Sf con ripocicloide 0. La relazione precedente diventerà allora 

I F. =F. P • 

da cui si deduce il seguente teorema : 

Ciosctino assintoto di un'iperbole equilatera, circoscritta a un triangolo, tocca 
il suo inviluppo in un punto che è il simmetrico del centro detViperbole rispetto 
al secondo punto d'intersezione dello stesso assintoto -col cerchio dei nove punti 
del triangolo (•). 



O Cremona, 1. e. p. 102, n. 5, 
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g) Le due tangenti ortogonali «% ed s/ di 0, e le due normali a nei punti 
di contatto P^ e P/ di queste tangenti , formano un rettcìngolo . di cui ciascuna 
diagonale è quadrupla del raggio del circolo (0,) (*). Se N è il punto d'incontro, 
di queste due normali, la diagonale I^N passa evidentemente per 0| , e si avrà : 

0J, = -30,N. (5) 

Onde : 

Il luogo dei punii dHnconlro delle normali ortogonali delVipocicloide è wn 
circolo concentrico al circolo (0|) e di raggio triplo. 

h) Le distanze del punto fisso 0, da una normale qualunque di e dalla cor- 
rispondente tangente parallela, sono, in virtù della (5), nel rapporto -3. Quindi 
risulta che : 

La sviluppata delVipocicloide 6 è un'altra ipocicloide inversamente omotetica 
a 0, di etti tf centro di omotetia è il punto 0, , e 3 è il rapporto di omotetia (**)• 

$IV. 

1. a) Dato un punto arbitrario P nel piano delVipocicloide 0. quante tan- 
genti si possono condurre alla curva dal punto dato P? 

In altri termini : quante iperboli equilatere si possono circoscrivere al trian- 
golo ABC, ciascuna delle quali abbia un ossintoto passante per P ? 

Evidentemente, qualunque sia la posizione del punto dato si può sempre de- 
scrivere un'iperbole equilatera ^i , circoscritta al triangolo ABC , di cui uno dei 



Fig. 4. 



(•; Poiché P^P/ è doppio del diametro r,^F|^' del circolo (0|). 
(••) Cremona, 1. e. p. 107, n, 13. 

voi. xxni. 3S 
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suoi assintoti, p. e. 8^, passi per questo punto dato. Quindi da P si può sempre 
condurre una tangente reale alla curva 0. 

Per vedere poi quante altre tangenti di 6 passano per P, divido il segmento 
PI/ per metà in L (fig. 4), e per L conduco, perpendicolarmente ad s^*, la retta!, 
che incontra il circolo (0,) nei punti F,„ , F,„. Unisco P con ciascuno di questi 
due punti, e pongo PF4„, = 8^ ; PF,„ = s„: dico che s^ ed s^ toccano la curva 0. 

Difatti, indicando con I^ ed I^ i secondi punti dlntersezione di s^ ed s^ col 
circolo (0|), e osservando che ciascuno dei triangoli PF|,^I,„ , PF, J„ è isoscele ; 
si ha 

are. I/I^ = 2.arc.F,„F|,, 

are. I/Ifl = 2. are. Fi^P,/. 

E queste relazioni, in virtù di quanto si disse nel n. 2 del $ HI, dimostrano ap- 
punto che s^ ed s^^ sono due tangenti deiripocìcloide 6. 

É chiaro poi che nessun'altra tangente di può passare per P. Dunque : 
V ipocicloide 6 è ti?ia curva di 3' classe. 

6) I punti d'incontro della retta l col circolo (0,) potendo essere reali e di- 
stinti, reali e coincidenti, o immaginari, risulta che : 

Le tre tangenti che da un punto arbilrario P si possono condurre alV ipo- 
cicloide , sono in generale reali e distinte , o reali e due coincidenti , o una 
reale e due immaginarie (*). 

e) Supposto Ff^ = F|,|, ossia supponendo che I risulti tangente al circolo (0,) 
nel punto ]«',„ (fig. 5) ; si avrà che la retta s^^ = s^t^ tocca Tipocìcloide d nel punto 




J-kln- 



Fig. 5. 



(*) Se P coincide col baricentro del triangolo ABC, le tre tangenti di 0, passanti 
per P » sono evidentemente reali e distinte , poiché questo baricentro giace sempre 
neirintemo del circolo (0|). Da ciò si vede che il problema di cni è cenno nella 
nota del § II, ha sempre tre soluzioni reali e distinte. 
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P ; e quindi sarà (§ III, 2, f)), 

Ora, dall'essere Farco I^I^ doppio deirarco Fi^Pm segue che il triangolo 
PF,,I„ è isoscele ; e quindi si ha PF,^ = F,/T^. Ma essendo d' altra parte F,^ il 
punto medio di PI„ , e perciò F,fF,„ perpendicolare ad s^ , F^^F^^ sarà un dia- 
metro del circolo (0|). Dunque PF^/ avrà la lunghezza di questo diametro. 

Se indichiamo con P' il simmetrico di P rispetto al punto F|; , ed inalziamo 
dal punto medio di P'I/ la perpendicolare U ad s^ , V risulterà tangente al circolo 
(Oj) nel punto ¥\^ diametralmente opposto ad F,^ ; quindi, in virtii di quanto è 
stato detto in questo numero, si avrà che delle tre tangenti che si possono con- 
durre alla curva 6, dal punto P', due coincicjeranno con la retta FF'^^ = 8'^, la 
quale perciò toccherà in P', e passerà pel punto I,„ del circolo (O4), diametral- 
mente opposto ad F41. 

Evidentemente poi i punti P e P' sono i soli che la tangente 81 di può avere 
in comune con la stessa 0. La distanza di questi punti è quattro volte la lunghezza 
del raggio del circolo (0,), e le tangenti s^ ed s^' di 6 in P e P', si segano ad 
angolo retto nel punto I^. 

Riassumendo si ha : 

1® L' ipocicioidc 6 è una curva del 4** ordine. 

2® Questa curva viene incontrata da una qualunque sua tangente in due 
punti, la cui distanza è costante, ed uguale al quadruplo del raggio del cir- 
colo (0.) (•). 

3® Le tangenti di , nei punti in cui essa viene incontrata da un' altra 
sua qualunque tangente, si segajio ad angolo retto. 

V inversa di quest* ultimo teorema è evidente, cioè : 
La congiungente i punti di contatto di due tangenti ortogonali delV ipoci- 
cloide 0, è tangente a ^, ed è quadrupla del raggio del circolo (0,). 



(*) Siccome allora questa distanza non può essere mai nulla , ne segae che la 
curva non può avere tangenti doppie a distanza finita. Dalle formolo di PlUcker 
tra l'ordine, la classe e le singolarità di una curva piana, risulta però che una curva 
della 3* classe e del 4^ ordine, dotata di tre cuspidi, ammette sempre una sola tan- 
gente doppia, senza altre singolarità (Cremona. Introd. art. 16^). Onde, nel caso 
nostro, non potendo avere la curva tangenti doppie a distanza finita, risulta che la 
retta all' infinito sarà la sola tangente doppia di 0. 

Nel § seguente dimostreremo ciò indipendentemente dalle formolo di Plucker, 
e vedremo che i punti di contatto di con la retta all'infinito del suo piano sono i 
punti circolari di questo piano. 
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d) II cerchio dei nove punti del triangolo rettangolo PI^P' essendo evidente- 
mente (0,), ed F|, essendo il punto medio del lato PP', la retta I^I^ = s/ sarà 
Taltezza del triangolo, relativa a questo lato. Ma allora , essendo Sj un assintoto 
deir iperbole equilatera ^i , s/ sarà T altro assintoto di questa iperbole ; il quale 
perciò toccherà la curva 0. Dunque : 

Delle tre (atìgeiiH (le quali sono sempre reali) che si posf^ono condurre al- 
l' ipocicloide 6, da un punto qualunque del circolo (0^), due sono ortogonali, e 
la terza è ^ìcrpendicolare alla congiungcnte i punti di conialto delle allre due (*). 

e) Se dal punto I^^ si conducono le due tangenti ortogonali della curva 0" , 
considerata nel n. 2, g) del § li, la terza tangente a„/ che da !,„ si può condurre 
a 6*' sarà perpendicolare alla tangente 8/ di (§ II, 2, /)). Ora se a^' incontra 
di nuovo il circolo (Oj) in un punto fc, questa retta toccherà la curva 6" nel punto 
k' simmetrico di k rispetto al punto !,„. Ma s/, tocca T ipocicloide 6 nel simme- 
trico P^ di 1/ , rispetto ad I,^ ; mentre I^R è un diametro del circolo (0,). Dunque 
anche il segmento K'P^ è lungo quanto questo diametro ; epperò si ha : 

1® Le tangenti die da un punto qualunque del circolo (0,) si possono con- 
durre alle curve 9 e 0", formano un fascio di sei rette in involuzione. 

2^ La retta che unisce il punto di coìUatlo d\ina qualunque tangente di 
col punto di contatto della tangente di 6", ortogonale alla prima^ è costante ed 
uguale al diametro del circolo (0,). 

2. a) Abbiamo visto in a) del numero precedente che la perpendicolare 1 alla 
tangente Si di nel punto L , medio di PI/ , sega le altre due tangenti s^ » ^n * 
che da P possono condursi a , nei punti F,„ , Ft„ , in cui queste tangenti incon- 
trano il circolo (0,). Siccome però il ragionamento vale indifferentemente per una 
qualunque di queste tre tangenti , ne segue che la perpendicolare m ad s„ nel 
punto M, medio di Pl^ , passa per F,„ ed F,/ ; e la perpendicolare n ed 8„ nel 
punto N, medio di PI„ , passa per F,, ed F^„. 

Ora i punti I/L , I,„M , I„N, potendosi considerare quali omotetici , col centro 
in P e col rapporto 2 di omotetia , ne risulta che il trilatero formato dalle tre 
tangenti s/ , sj ed s^' di 0, ortogonali ad s^ , s^ ed s^ , sarà omotetico al trila- 
tero Imn, con lo stesso centro e con lo stesso rapporto di omotetia. Ma i vertici 
del trilatero Imn giacciono sulle tangenti S/ > ^m > ^n » Quindi anche i vertici del 
trilatero s/ , sj , sj ; giaceranno su queste stesse tangenti. Onde risulta che P e 
il punto di concorso delle altezze di ciascuno di questi due trilateri. 

Possiamo dunque dire che : 
Se tre tangenti delC ipocicloide passano per un medesimo punto, le loro 
tangenti ortogonali formano un triangolo, di cui le tre prime ne sono le altezze (•*). 



(•) Cremona, 1. e. p. 105, n. 10. 

(*•) Cremona, 1. e. p. 102, n. 4. Questo teorema comprende come caso parti- 
colare quello del numero precedente, d). 
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Ossia anche : 

Delle ire tangenti, che da un punlo si possono condurre alla curva 0, cia- 
scuna passa pel punto d'incontro delle tangenti di 0, ortogonali alle altre due. 

b) Se il punto P si fa coincidere col centro del circolo (Oj), le tangenti Si'^s'^ 
ed s'„ di 6 toccheranno questo circolo evidentemente nei medesimi punti in cui esse 
vengono toccate dalla curva 0. Questa curva dunque ha un triplo contatto col cir- 
colo (0|) ; e poiché le altezze del trilatero Sisjs^'. in questo (solo) caso passano 
per 0, , questo trilatero sarà equilatero, ed i punti di contatto di con (O4) sa- 
ranno altresì vertici di un triangolo equilatero (*). 

e) Se indichiamo con F/ , F^ ed F^ i fuochi delle tre parabole iscritte nel trian- 
golo ABC , ed aventi per tangenti ai vertici le rette Si , s„ ed 8„ , i triangoli 
F/F^F, ed F,jF,„, F,„ saranno omotetici diretti, col centro in H e col rapporto 
di omotetia 2. Ma il triangolo L'M'N', formato dalle rette s/ , s^' ed 8,^', è omo- 
tetico diretto al triangolo F,/ F,^ F,^ , col rapporto di omotetia 2. Dunque L'M'N' ed 
F^^Fj^F,^ saranno due triangoli omotetici ed eguali. 

Siccome allora le rette Si , $^ ed s^ sono perpendicolari ordinatamente ai lati 
f'mP» » ^fiF/ ed F/F„ del triangolo F^^F^^F^^, si può concludere il seguente teorema: 

Se si considerano le tangenti ai vertici di due parabole qualunque, iscritte 
nel triangolo ABC, ossia due tangenti deW ipocicloide 6, la terza tangente di 
che passa pel punto d'incontro delle prime due, è perpendicotare aita congiun- 
gente i fuochi delle due parabole. 

d) Se adunque si fa muovere questa congiungente parallelamente a se stessa, 
la terza tangente, di cui è parola nelFenunciato, dovendosi mantenere perpendico- 
lare alla medesima direzione, non cambierà di posizione (§ III, 2, e)). Dunque : 

Se la congiungente i fuochi di due parabole, iscritte in un triangolo ABC, 
si muove parallelamente ad una data direzione , il luogo dei punti tf incontro 
delle tangenti ai vertici di queste parabole , è la tangente di 6 perpendicolare 
alla medesima direzione (**). 

e) Si può osservare che, se indichiamo con F/ , F^' ed F„' i fuochi delle tre 
parabole, iscritte nel triangolo ABC , che hanno per tangenti ai vertici le rette 
81 , 8^' ed Sn' ; questi fuochi sono i punti del circolo (0) diametralmente opposti 
ai punti F^, F„ ed F. (§ III, 1, 6)). Quindi i triangoli F/F„'F^' ed L'M'N' saranno 
omotetici inversi ed eguali ; ossia saranno simmetrici. 

f) Fu dimostrato nel § IH (n 2 , d)) che « se tre parabole sono iscrìtte in 
un triangolo ABC, i fuochi F/ , F^' ed F„' di queste tre parabole formano un trian- 



(*) Cremona, 1. e. p. 107, n. 14. 

(**) Questo teorema risalta anche osservando che quando la congiungente i fuochi 
di due parabole iscritte in un triangolo si mantiene parallela a una direzione data, 
le tangenti ai vertici di queste parabole determinano sopra due altezze qualunque del 
triangolo punteggiate simili. 
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golo simile al triangolo L'H'N', formato dalle loro tangenti ai vertici 8i\s^' ed s/ o; 
però le altezze del triangolo L'M'N', in generale, non toccano la curva 0. Possiamo 
ora vedere che, se il triangolo L'M'iY, oltre di essere simile, ^. similmente posto, 
cioè è omotetico (inverso) al triangolo F/ F^ F,»', le altezze di L'M'N' toccheranno 
la curva 0, 

Difatti, considerando uno dei vertici, p. e. L', del triangolo L'H'N', la terza 
tangente che da L' (oltre alle Sm ed s^') si può condurre alla curva 6 , dovendo 
essere perpendicolare alla retta Fm'F^' (6)), o alla sua parallela H'N' = 8/, essa 
sarà un* altezza di questo triangolo. Dunque ec. 

Si osservi intanto che siccome i piedi delle altezze del triangolo L'M'iV deb- 
bono allora appartenere al circolo (O4) (§ II, 2. fc)) ; questo triangolo avrà (0,) 
per suo circolo dei nove punti. Onde se consideriamo T ipocicloide inviluppo delle 
tangenti ai vertici delle parabole iscritte nel triangolo L' M' N', questa curva toc- 
cherà i lati e le altezze di questo triangolo nei moiiesimi punti in cui essi vengono 
toccati dalla curva (§ HI, 2, f)). Ma allora queste due curve si toccano in sei 
punti ; quindi coincidono (*). Da ciò il teorema : 

Se ire tangenti deWipocicloide formano un triangolo che abbia (O^) per suo 
circolo dei nove punita VinvUuppo delle tangenti ai vertici delle parabole iscritie 
in qv^to triangolo è la stessa ipocicloide 6 (*)• 

Ora siccome tra tutti i triangoli L'M'N' circoscritti alla curva 0, e che hanno 
(0|) per circolo dei nove punti, ve ne è un solo che è equilatero (6)) ; risulta la 
bellissima osservazione, fatta dal signor P. Serret nel suo citato lavoro, sulla 
regolarità deiripocicloide 0. 

3. a) Siano 8^ , s^ ed s, le tre tangenti di passanti per 0, , e P| , P2 e Pj 
i relativi punti di contatto con la curva 0. Dalla costruzione, data in principio di 
questo paragrafo , per condurre da un punto le tangenti a questa curva , e dal 
teorema enunciato nel n. 2, /*) del § III, risulta che lo seconde tangenti, che da 
Pi , P, e Ps si possono condurre a d, coincidono rispettivamente con le rette &*« .Sj 
ed 83. Dunque P4 , P2 e P, sono tre cuspidi di 0, ed S| , s^ ed $^ sono le relative 
tangenti cuspidali. 

Queste tangenti poi , essendo altezze di un triangolo equilatero (n. 2. b)) , 
s'inclinano a due a due sotto un angolo di 120^-, e le tre cuspidi, essendo ligatc 
evidentemente dalla relazione : 

0,Pi = 0,P, = 0,Ps = 3R,, 



(•) La coincidenza risulta dal perchè una curva del i^ ordine, dotata di tre cu- 
spidi , senza altre singolarità, è determinata da 8 condizioni (Cremona. Introd. 
art. 16«). 

(**) Questo teorema comprende come caso particolare quello enunciato nel n. 2, 
é) del S IL 
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in cui R| indica il raggio del circolo (0,), formano un triangolo equilatero, iscritto 
nella circonferenza di centro 0| e di raggio 3K|. 

Risulta infine dalla citata costruzione che le coppie di tangenti di , incro- 
ciantisi nei diversi punti d*una qualunque delle sue tre tangenti cuspidali, sono 
rette simmetriche rispetto a questa tangente ; la quale perciò sarà un asse di sim- 
metria della curva 6. Onde questa curva sarà simmetrica rispetto a ciascuna delle 
sue tangenti cìispidali, e sarà composta di tre branche identiche, distribuite sim- 
nietricamente intorno al centro del circolo (0,), negli spazi angolan di 120^. 

6) La proprietà di essere una curva regolare risulta anche dal fatto che 
questa curva viene generata da un punto dato d'una circonferenza che rotola in- 
ternamente, senza strisciare, sopra un'altra circonferenza di raggio triplo. 

Questa proprietà, cui accennammo nel n. 1, /*) del§ II, può essere dimostrata 
facilmente come segue : 

Sia Sy una tangente qualunque di d, che incontra il circolo (0|) nei punti I|. 
ed Fi,, j e tocca nel punto P,. (fig. 6) ; si avrà : 

Descriviamo un cerchio (Z), tangente in F,^ al cìrcolo (0,) , e che passi per 
P,.: (Z) avrà il medesimo raggio del circolo (0,). 









* 




— '<%> 









Fig. 6. 

I punti di questi circoli, diametralmente opposti al punto F,,. , siano ordina- 
/ tamente T ed F,/ ; e si consideri una p, e. s, , delle tre tangenti cuspidali di 6. 
Si avrà : 

are. I,. I, = 2.arc. p4p,r = 2 are. \i?\r » 
are. P,.T = are. I,.F',,. = 3.arc. F,F„.. 
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Ora, se immaginiamo descritta la circonferenza di centro 0, e di raggio 0,P,, 
ossia la circonferenza che passa per le tre cuspidi dell' ipocicloide 0, questa cir- 
conferenza avendo il suo raggio triplo di quello del circolo (0,) passerà per T, ed 

ivi toccherà il circolo (Z). Ma allora, essendo l'arco P4T di (Z) triplo dell'arco 

F|F,^ di (0|), si avrà, per la secónda delle due relazioni precedenti , 

are. T P4 = are. T P^ ; 

da cui risulta che se si fa rotolare il cerchio (Z) sul circolo 0,Pi , che lo tocca 
primieramente in P4 ; questo punto P| del circolo (Z) verrà in P^ quando il con- 
tatto dei due cerchi si farà in T. 

Il luogo del punto P^ è dunque Vipodcloide 6 (•). 

§V. 

1. a) Fu dimostrato nel paragrafo precedente (n. 2, e)) che « se la congiun- 
gente i fuochi dì due parabole, iscritte in un triangolo ABC, passa costantemente 
per un punto fisso Q, posto a distanza influita, il luogo del punto d'incontro delle 
tangenti ai vertici di queste parabole è una tangente dell' ipocicloide 6 ». Ci pro- 
poniamo ora di vedere che diventa questo luogo, quando Q è a distanza finita, e 
quali proprietà esso gode in relazione alla curva 0. 

Supponiamo dunque Q a distanza finita, ed indichiamo con P^ il punto d'in- 
contro delle tangenti Sg ed s^r ai vertici di due parabole <p^ e «p^», iscritte in ABC, 
tali che la congiungente i loro fuochi F^ ed F^» passi per Q (fig. 7). La terza tan- 
gente che da P^ può condursi alla curva 6 s'indichi con Sp, e sia F^ il fuoco della 
parabola (^p , iscritta in ABC, ed avente Sp per sua tangente al vertice. Si con- 
giunga Fp con Q, e si prolunghi questa congiungente sino all'incontro della cir- 
conferenza (0) in Fp/. Sia Sp, la tangente al vertice della parabola 9pr , dì fuoco 
Fp/, iscritta nel triangolo ABC; e si ponga Sp.Sp/sPpZ dico che Pp e P^ sono i 
soli punii che la reità Sp ha di comune con il luogo richiesto x- 

Difatti, se^ oltre a questi punti, esistesse sopra Sp uu altro punto P^. di x« i& 
corda F^jF^c» di (0) , corrispondente ^a V^ , dovendo essere perpendicolare ad Sp 
(§ IV, 2, e)) , e passare contemporaneamente per Q, coinciderebbe con la corda 
P^F^. In conseguenza Pp e Pj, coinciderebbero anch'essi ; e quindi il luogo richiesto 
X è una curva dì secondo ordine. Così : 

Se la congiungente i fuochi di dtie parabole, iscrilte in un triangolo passa 
costantemente per un punto fisso , il punto d^ incontro delle loro tangenti ai ver- 



(*) Cremona, 1. e. p. 105, n. 9. Serret, 1. e. p. 78. 
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(ìct descriverà una conica C) ; ed in conseguenza il punto dHnconlro dei loro 
assi descriverà una conica inversamente omotetica alla prima (§ III, 1, e)), 




Fig. 1. 

E chiaro poi che, siccome la curva non ammette tangenti parallele, la co- 
nica X non ammette punti air infinito. Questa coiiica dunqne sarà in generale 
un' ellisse. 

b) Consideriamo la corda F^QP^. del circolo (0), ortogonale ad F^F^/, e sia 
P« il punto corrispondente a questa corda; ossia il punto d'incontro delle tan- 
genti ai vertici delle parabole , iscritte in ABC ed aventi per fuochi F^ ed F^. 
Dimostrerò che P^ e P^ sono due punii simmetrici rispetto al punto M medio 
di HQ. 

Facciamo muovere la corda F^F^' parallelamente a se stessa. Allora il punto 
P^ descriverà la retta Sp , mentre Q descrive la F^F^.. Ora. i punti Q e P^ si cor- 
rispondono uno a uno sulle rette F^^F^' ed Sp ; quindi essi descriveranno due pun- 
teggiate proiettive su queste rette. Ma Q e P vanno contemporaneamente all'in- 
finito suHa medesima direzione. Dunque le due punteggiate sono prospettive , col 
centro di prospettiva all' infinito ; e perciò la retta P^Q si mantiene parallela ad 
una medesima direzione. 

È facile vedere intanto che, quando Q coincide con F^^ (o con F^O* ^ segmenti 
P^P, > HQ si segano per metà in un punto del circolo (0,) ; sicché la retta P^Q 
diventa, in questo caso, parallela ad IIP»- Ma allora qualunque sia la posizione di 



(*) Questa conica coincide con quella considerata dal Cremona nel suo citato 
lavoro (p. 115, n. 80). 

voL. xxiii. 36 
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Q sulla retta F^f^ , il quadrilatero HP^ QP^^ è sempre un parallelogrammo. Dun- 
que resta cosi dimostrato che i segmenti P„P^ ed HQ si dividono sempre per metà 
nel punto M della loro intersezione. 

e) Segue da ciò che, se supponiamo fisso il punto Q e variabili le due corde 
ortogonali F^F^. , F„F„. del circolo (0), i punti P„ e P^ si muoveranno sopra la co- 
nica X) od il punto M sarà il centro di questa conica. Laonde possiamo dire che: 

Se la cojigiungenle i fuochi di due parabole iscrilie in un triangolo passa 
costantemente per un punto fisso, la conica luogo dei punti d'incontro delle tan- 
genti ai vertici di queste parabole, avrà per centro il punto medio della distanza 
tra il punto fisso e il punto delle altezze del triangolo. 

2. a) Sia (pf^ una delle tre parabole che si possono iscrivere nel triangolo ABC, 
e di cui gli assi passino per Q. Sieno inoltre a^ ed s^ Tasse e la tangente al ver- 
tice di <p^ ; F^ ed Fj^/ i punti «^^.(0), dei quali uno F^^ . è il fuoco di <Pk; e P^ il 
punto di X 1 ottenuto dall'incontro di Sf^ con la tangente al vertice della parabola 
di fuoco l\^ , iscritta nel triangolo ABC. 

La terza tangente che da P^ si può condurre alla curva , dovendo essere 
perpendicolare alla retta F^F^^ (§ IV, 2, e)), coinciderà evidentemente con la retta 
8^. Onde Pyt sarà il punto di contatto di Sf^ con Tipocicloide 0. 

D'altra parte, se volessimo trovare il secondo punto d* intersezione di Sj^ con 
X, dovremmo ripetere la costruzione data in a) del numero precedente ; cioè do- 
vremmo unire il fuoco F^^ di <Pf^ con Q, trovare il secondo punto d'intersezione 
Fk' di FjkQ col circolo (0), e segnare il punto d'incontro di Sf^ con la tangente al 
vertice della parabola di fuoco F/^/, iscritta nel triangolo ABC. Ma questo punto 
d' incontro, in questo caso, è evidentemente il punto P^. Dunque s^ tocca anche 
la conica x nel punto P/^ : epperò e x si toccheranno in questo punto. 

Siccome però questo ragionamento può ripetersi identicamente per ciascuno 
degli assi delle duo altre parabole di cui è cenno di sopra, risulta che le curve 
e X si toccheranno in altri due punti. Dunque : 

La conica x ha un triplo contatto con V ipocicloide 0. 

6) Se il punto Q appartiene all' ipocicloide inviluppo degli assi delle parabole 
iscritte nel triangolo ABC, le curve x ^ ^ avranno un contatto bipunto ed un con- 
tatto quadripunlo. Se Q coincide con una delle tre cuspidi di questa ipocicloide, 
allora x ^ ** avranno un solo contatto (contatto sipunto o del 5® ordine). 

Vi sono dunque tre sole posizioni del punto Q, per le quali la conica x abbia 
un contatto sipunlo con V ipocicloide 0; ed il luogo dei centri delle coniche x> 
che hanno un contatto bipunto ed un contatto quadripunlo con la curva 0, è una 
ipocicloide inversamente omotetica a 0. 

e) La tangente 8^' di 0, ortogonale ad s^^ , e Y asse di <pj^ essendo rette omo- 
tetiche rispetto al baricentro S del triangolo ABC (§ III. 1, e)), ne segue che, se 
i tre assi a^^ hanno di comune il punto Q, le tre tangenti s^' di avranno di co- 
mune il punto Q', omotetico di Q rispetto ad S. Ma allora queste tangenti sono le 
altezze del triangolo che ha per lati le rette Sf^ (§ IV, 2, a)). Dunque (5 IV, 2, f): 
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le tangenti a x e a 6 nei loro punti di conlatiOt formano un triangolo che 
ha (0,) per suo circolo dei nove punii. 

d) La retta a^', condotta per Q perpendicolarmente ad a^ , incontri il circolo 
(0,) nei punti F^' ed F^/; o sia P^' il punto d'incontro delle tangenti ai vertici 
delle parabole di fuochi F^' ed Fj^'', iscritte nel triangolo ABC P^' sarà il punto 
di 1 diametralmente opposto al punto P^ (1, e)). Ora, la terza tangente, che da 
Pfc' si può condurre alla curva 6, dovendo essere perpendicolare ad ak\ o alla sua 
parallela s^ (§ IV, 2, e)) , coinciderà con 8^'. Ma allora s^^' sarà normale a x nel 
punto P^' ; e poiché vi sono altre due rette s^' che godono di questa proprietà, o 
le tre rette s^' concorrono in un medesimo punto, si avrà che : 

Le tre normali alla conica x^ ^ei punti diamelralmenle opposti ai punti di 
conlatlo con la curva 0, concorro?io in un medesimo punto Q'. 

Epperò anche : 

Le tre normali a y(^ e a ^ nei loro punti di contallo concorrono in un me- 
desimo punto Q4 , simmetrico di Q' rispetto al centro M della conica x- 

e) Si può osservare che quando è dato il punto Q, il punto Q', e quindi an- 
che il punto Q,, è pienamente determinato. Il segmento Q'Q, sarà diviso dal centro 
del circolo (0,) in due altri segmenti O^Qj , 0,Q', di cui il primo è triplo del se- 
condo; ed i punti M e Q' saranno simmetrici rispetto al centro del circolo (0,). 

f) Se Q coincide con H , M coinciderà pure con H, e Q' coinciderà con 0. 
In questo caso, pensando al modo con cui è stata generata la conica x» si vede 
che questa conica passa pei piedi delle altezze del triangolo À6C. Dunque : 

Se si considera un triangolo, circoscritto air ipocicloide 0, che abbia (0|) per 
suo circolo dei nove puntif la conica x» avente per centro il punto delle altezze 
di questo triangolo e che passa pei piedi di queste altezzef ha un triplo con- 
tatto con V ipocicloide 0. 

Altrimenti : se si danno un triangolo ABC ed un punto arbitrario M del suo 
piano, e si considerano le tre iperboli equilatere circoscritte ad ABC , tali che 
ciascuna abbia un assinloto passante per H, la conica x di centro M, e passante 
pei centri delle tre iperboli, ha un triplo contatto con V ipocicloide 0, relativa a 
questo triangolo. 

g) Se il punto Q si fa coincidere col simmetrico H, di H, rispetto al punto 0, 
Q' coinciderà con H,M con 0, e Q, con H|. In questo caso è facile vedere che i 
piedi delle normali a 0, abbassate dal punto Q, , coincidono coi punti di contatto 
di coi Iati del triangolo ABC. Dunque x (avente per centro 0) toccherà 6 in 
questi medesimi punti. 

h) La conica x avendo) un triplo contatto con T ipocicloide 6, deve avere con 
questa altri due punti di comune. Questi due punti sono reali , se il punto Q 
airtce fuori della circonferenza (0) ; e sono immaginari nel caso contrario. 

Difattì, indichiamo con F^^. ed F'^,. i punti di contatto della circonferenza (0) 
con le due tangenti che vi si possono condurre dal punto Q. Ne risulterà che i 
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punti di contatto della curva con le tangenti ai vertici delle parabole di fuochi 
F^^/ ed F'^^. , iscritte in ABC, saranno due punti della conica x- Onde questi punti 
comuni a X 6 A ^ ^<^^o i*c^li o imniaginarì, secondo che le tangenti della circon- 
ferenza (Ò), passanti per Q, saranno reali o immaginari. Dunque ec. 

i) Se facciamo coincidere il punto Q col centro del circolo (0;, la conica x 
coinciderà evidentemente col circolo (0|) ; ed i punti F^^ ed F'^^* diventeranno i 
punti di (0) posti airinfinito. In questo caso siccome le tangenti ai vertici delle 
due parabole di cui è cenno di sopra coincidono] con la retta all'infinito, mentre 
i punti di contatto di queste tangenti con T ipocicloide debbono appartenere al 
circolo (0|), ne risulta che questi punti di contatto sono i punti di (0|) posti al- 
Finflnito. Onde : 

Uipocidoide tocca la retta OjIV infinito del suo piano nei punti ciclici di 
questo piano (*). 

Siracusa 24 Ottobre 1884. 



{*) Questa è una proprietà caratteristica dell' ipocicloide ; cioè se una curva della 
8^ classe e del 4^ ordine è tangente alla retta alKinfinito nei due punti ciclici, questa 
curva sarà un'ipocicloide tricuspide ». Cremona, 1. e. p. 104, lu 9. 
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SU DDE TEOREMI FONDAMENTALI DI GEOMETRIA PROIETTIVA 



Bf O T A 



DEL 



Dott. DOMENICO MONTESANO 



Il teorema che due coniche, date in un piano ammettono sempre una coppia 
reale di corde comuni, è stato già geometricamente dimostrato dallo Steiner nel 
suo trattato di Geometria sintetica compilato dal Dott. Schroter (§ 33} e dallo 
Chasles nel suo Traile de Seclions coniques (§ 339). 

Ma di tale teorema può darsi dimostrazione anche più semplice ; ciò che è 
l'oggetto della presente nota. 

Nel piano delle coniche date C, , C, (reali o immaginarie) di ogni punto P si 
considerino le polari p, ,p, rispetto alle C^^C^; il punto d'incontro P' delle p,,pj 
Terrà a corrispondere univocamente al punto P, e la corrispondenza sarà involu- 
loria e quadratica, cioè ai punti P di una retta r corrisponderanno i punti P' di 
una conica R che verrà ad essere generata dai fasci polari corrispondenti alla pun- 
teggiata r rispetto alle C, , C,. 

Siano K , R' due siffatte coniche, corrispondenti alle rette r , r' ; esse hanno 
in comune il punto F, corrispondente al punto P, in cui si segano le r , r'; onde 
avranno in comune un secondo punto reale A , il quale avrà evidentemente la 
stessa polare a rispetto alle coniche date (*). 

E su la a vi sarà una coppia di punti B,G (reali o immaginarli) che saranno 
coniugati rispetto ad entrambe le coniche date, sicché rispetto a ciascuna di queste 
il triangolo ABC risulterà coniugato, ed i punti B , G si troveranno anche essi 
sulle coniche R, su accennate. 

Ha tali punti B,G possono essere iramaginarii coniugati, invece il punto A e 
la sua polare a = BC sono in ogni caso reali. 



(*) Il teorema di cui ora ci siamo serviti che due coniche reali, che hanno an 
punto reale in comune, ne ammettono un secondo, viene dedotto, come è noto, dalla 
considerazione delle due parti in cui il piano viene ad essere diviso da una conica 
reale. 
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Consideriamo ora una retta r passante per A, la conica E, che ad essa cor- 
risponde nella corrispondenza quadratica su accennata , degenera (giacché i fasci 
polari, che la generano, risultano prospettivi); e propriamente si spezza nella retta 
o, che corrisponde al solo punto A, ed in una retta r', passante per A. 

Col variare della r intorno ad A, la r' genera un fascio proiettivo e di più 
involutivo al precedente. Di tale involuzione sono elementi coniugati le rette AB, AC; 
come sono coniugati due raggi AP , AP', che proiettino due punti P , P', coniugati 
rispetto ad entrambe le coniche date. 

Di più i raggi doppii di tale involuzione saranno corde comuni alle coniche 
date, che se a? è uno di tali raggi, ad ogni punto P di se corrisponderà come con- 
iugato rispetto alle C, , C^ uno stesso suo punto P', onde sulla cg (e analogamente 
sull'altro raggio doppio y) coincideranno le due involuzioni di punti coniugati ri- 
spetto alle coniche date, delle quali perciò le x,y saranno corde comuni. 

Ciò che si è detto pel vertice A, deve ripetersi per ciascuno dei vertici B,C 
del triangolo ABC, se essi sono reali. 

Ora noi dimostreremo che in qualsiasi caso vi è sempre una coppia reale di 
tali raggi x , y. 

Supponiamo infatti da prima che i punti B , C siano reali. Consideriamo allora 
un punto P interno al triangolo ABC ; — il punto F, che è coniugato a P rispetto 
alle C| , C2 , è anche esso interno al triangolo ABC, gli è esterno. 

Nel primo caso i punti P , P' vengono proiettati da ciascun vertice del trian- 
golo ABC secondo due rette, che non dividono i due lati del triangolo concorrenti 
in esso vertice, e quindi Tinvoluzione, che in ciascun vertice determinano le due 
rette proiettanti P , P' ed i due lati del triangolo, ammette raggi doppii fl?,j/; cioè 
allora per ciascun vertice del triangolo ABC passeranno due corde reali comuni 
alle coniche date. 

E giacché il punto comune a due di tali corde deve essere un vertice del 
triangolo ABC un punto comune alle coniche date, perciò le tre coppie di corde 
trovate saranno i lati di un quadrangolo, i cui vertici sono i punti comuni alle li- 
nee date, e di cui il triangolo diagonale è il triangolo ABC. 

Se invece il punto P', coniugato al punto P rispetto alle coniche C, .C,, riesce 
esterno al triangolo ABC, esso cadrà certo interno ad un angolo di esso e ad uno 
solo, (supponendo i lati prolungati indeGnitamente) sicché dal vertice di tale an- 
golo i punti P , F verranno proiettati secondo rette che non dividono i lati del 
triangolo concorrenti in quel vertice, onde da esso partiranno due corde comuni 
alle coniche date , mentre le corde dovute agli altri due vertici riusciranno im- 
maginarie. 

E siccome in generale, ogni corda comune alle C, , G^ deve passare per un ver- 
tice del triangolo ABC (che se la corda k comune alle C, , C^ non passa per B,G 
deve certo passare per A, che è coniugato rispetto ad entrambe le coniche date 
al punto a/c), e d altra parte ogni punto comune alle C| , C^ viene proiettato da 
ciascuno dei vertici del triangolo ABC secondo una corda comune ad esse coniche, 
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perciò nel caso esaminato ora, le coniche date non hanno alcun punto reale in 
comune, ed ammettono una sola coppia reale di corde comuni. 

Se infine i lati AB , AC del triangolo ABC risultano immaginarii. allora usci- 
ranno certo da A due corde reali comuni alle coniche date (dividendo esse armoni- 
camente le AB, AC); né le coniche date avranno altra corda in comune reale. 

E con ciò in ogni caso resta provata l'esistenza di una coppia di corde co- 
muni a due coniche date. 

Senza scendere in maggiori dettagli» noi vogliamo ora estendere il teorema di 
Desargues sulle coniche circoscritte ad un quadrangolo anche al caso che detto 
quadrangolo fosse in tutto od in parte immaginario. 

Supponiamo a ciò che siano date le due coniche Cf , C2* Abbia il punto A la 
stessa polare a rispetto alle due coniche, ed or.y siano le corde ad esse comuni 
uscenti da A. 

Siano P , P' ; Q , Q' due coppie di punti coniugati rispetto alle C, , C^ , ma del 
resto arbitrarie. Vi è una ed una sola conica C3 , rispetto a cui di A la polare 
sia a, e che di più passa per P, tocca in esso la PP' e divide armonicamente il 
segmento QQ', ciò dal teorema di Desargues si deduce agevolmente. 

Ora le corde comuni a questa conica C3 e ad una delle coniche date, la C,, 
uscenti da A, dovendo dividere armonicamente le AP , AP' ; AQ , AQ', saranno le 
stesse rette x,y ; cioè la conica C3 , che noi abbiamo costruita pel punto P, passa 
per i punti reali immaginarii comuni alle coniche date C^ , C2 < di più si deduce 
facilmente che non solo il segmento QQ' ma qualsiasi altro segmento RR' diviso 
armonicamente dalle C, , Cj , lo è anche dalla C,. 

Infatti il punto, che è coniugato al punto R rispetto alle coniche C^ , C,, deve 
trovarsi sulla retta AR' e sulla polare di R rispetto alla C, , onde è il punto R'. 

Col variare del punto P noi avremo le infinite coniche C4 , C, , (xy) ,03... 
circoscritte allo stesso quadrangolo ; - tutte esse incontrano una retta arbitraria 
ìd coppie di punti in involuzione ciò che costituisce appunto il teorema di Desar- 
gues, e ci dà il mezzo di costruire linearmente la conica del sistema passante 
per un punto dato, quando di esso sistema siano già date due coniche. 
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STUDI GEOMETRICI RELATIVI SPECIALMENTE ALLE SUPERFICIE GOBBE 



PER 



GEMINIANO PIRONDINI 



In questo scritto quando avrò da considerare una linea L, ne indicherò sempre 
con p, e T il raggio di curvatura e quello di torsione, con iì(g) , d{f) l'angolo di con- 
tingenza e quello di torsione, e con e il suo arco. Se poi oltre alla linea L dovrò 
in una stessa questione considerare altre linee L',L", ... per indicare le quantità 
precedenti, relative a queste nuove lince, farò sempre uso delle stesse lettere, con- 
traddistinte da uno, due, ... apici. 

$ 1. Siano u = cost. , v = cost. le linee di curvatura di una superficie, rappre- 
sentata sulla sfera di Gauss e, 

dS* = E du« + G dv^ , ciS'« = E' du^ + G' du* 

i quadrati degli elementi lineari della superficie data e della sfera rappresentativa. 
Sia L una linea di curvatura del sistema u = cost. ed L' la sua corrispondente sfe • 
rica ; avendosi : 

I- .— V"g" 

ds = VG -dv , d«'= *jG''dv , -t=i = »% 

VG' 

dove r indica il raggio principale della superficie relativo alle u = cost., e inoltre 
osservando che : 

d(p) = d(p') , d(T) = d(x'), 
sarà: 

(1) 1 = 1 1=L 

Dunque : 

(( Nella rappresentazione di una superficie sulla sfera col metodo di Gauss^ 

il rapporto ^ relativo alle linee di curvatura , non viene allerato v. 
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Per conseguenza: 

« Se una linea di curvatura è un* elica la sua corrispondente nella rappre- 
seniazione di Oauss è pure un'elica, e viceversa ». 

e Se una superficie ha un' elica per linea di curvatura^ allreilanto accade 
di Mie le sue parallele ». 

Se B è un'evolvente di A, quando B è un* elica, A è una geodetica 'di un' eli* 
coide sviluppabile (intendendo comprese sotto questo nome tutte le sviluppabili il 
cui spigolo di regresso è un' elica arbitraria) e viceversa ; se ora si costruisce 
r indicatrice sferica A' delle tangenti di A, la A' si potrà pure considerare come 
l'immagine della B nella rappresentazione di Gauss di qualsivoglia superficie pas- 
sante per B e avente per normali, lungo questa lìnea, le tangenti di A. 

Per questa ragiono, se la À è una geodetica di un' elicoide sviluppabile , la 
curva sferica A' sarà un' elica. Dunque : 

« Le curve che hanno per indicatrice sferica delle tangenti un'elica sono 
tutte e sole le geodetiche delle elicoidi sviluppabili (ovvero dei coni di rotazione). 

§ 2. La relazione - = cost. caratterizza le eliche cilindriche ; in qualche caso 

semplice si può determinare anche per altre curve le rispettive relazioni fra p,x,s 
che le caratterizzano completamente. Cosi ad es. considerando una geodetica di 
un cono qualunque , essa è ortogonale in gn certo punto P alla generatrice pas- 

1 
sante per esso ; se indichiamo con — la distanza di P dal vertice V , con i V ìn- 

m 

clinazione della geodetica sulla generatrice del cono in un punto arbitrario H della 
curva, con s l'arco della stessa contato da un'origine arbitraria, avremo dal trian- 
golo VPM : 

cotg i=:^ms + n (n = cost.) . 

Questa relazione non si ha se non nel caso delle geodetiche coniche, per cui, 
se rammentiamo che per una nota proprietà delle geodetiche delle sviluppabili si 

p 
ha : - = cotgi, si potrà dire 

a Nelle geodetiche dei coni, e solamente in esse, il rapporto - è una fan- 

zione lineare delVarco s della curva ». 

Se L è una geodetica d' un* elicoide sviluppabile, L' la sua indicatrice sferica 
delle tangenti, l'angolo di contingenza assoluta di L' ò eguale all'angolo di due 
normali principali consecutive di L, cioè: 

TOl. XXIII. 31 
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L' angolo di torsione di L' (dovendo in generale essere eguale ali* angolo di 
contingenza dello spigolo di regresso della superfìcie polare di L') sarà misurato 
dair arco elementare dell* evoluta sferica di L', cioè d(i') sarà eguale ali* angolo di 

contingenza darctg- dello spigolo di regresso della sviluppabile rettificatrice diL 

(indicando con questo nome la sviluppabile inviluppata dai piani, determinati dalle 
tangenti e binormali di L). Dunque : 

d(x') = darctg-. 

Notando che ct8' = d(p), avremo che p',*^' si esprimono per p,x nel seguente 

modo: 

I 
^ darctgp 



hv-©' 



(2) ;7- = Vi + V^j » -7 = P 



ds 



Siccome la condizione che sia L una geodetica d* un* elicoide sviluppabile è 
equivalente a quella che L' sia un* elica, avremo : 

« Le geodetiche delle elicoidi sviluppabili sono completamente caratterizzate 
dalla relazione : 

d arctg - 



-WA4- 



ds ^p* 

con a costante ))- 

Da questo teorema si ricava un notevole corollario ; infatti dalle (1) ricavandosi : 



d arctg- ad arctg p- 
ds "* r ds' 

si ha faciknente : 



/Il 1 /T7T 



d arctg - i-j r d arctg -; 



P 



ds 






la quale, in forza del teorema precedente, ci dà 

a Se una linea di curvatura di una superficie è una geodetica di un' elicoide 
sviluppabile, allretlanto accade di tulle le sue parallele ; ed è pure una geodetica 
d'un'elicoide sviluppabile Vimmagine sferica di quella linea nella rappresentazione 
di Gauss della superficie, e reciprocamente ». 
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§ 3. Se V è lo spigolo di regresso della superficie polare di una curva qua- 
lunque L ed B è il raggio della sfera osculatrice di questa, dalla teoria generale 
delle curve abbiamo le formolo : 

P""'*dp ' ^"""t dp ' ds'"R dR' 
Ora abbiamo con semplici calcoli: 

?^_i i^< . n-T._, ^ r-TK. 
da' R dR dà ' ^p'*^ V»~5" dR ^ "'" V ' 

e se notiamo che si ha identicamente : 

darctg- darctg- 



_P__ 



T 



ds (ìs 



potremo scmere: 



darctg -7 I- darctg- 



P' 



ds' 






Questa formola, avendo riguardo al teorema del § 2, dà 
a Considerando una linea e lo spigolo di regresso della sua superficie po- 
lare j quando una di esse è una geodetica di un' elicoide sviluppabile, altrettanto 
accade dell' aUra ». 

Le curve B, aventi la stessa superficie sviluppabile polare, vengono descritte 
dai punti di un piano il quale si faccia rotolare, senza strisciamento , sopra una 
data sviluppabile; avendo quindi anche riguardo al modo di generazione delle su- 
perficie in cui le linee di curvatura di un sistema sono geodetiche, potremo dire: 

a Per ottenere la superficie più generale, in cui le linee di curvatura di un 
sistema sono geodetiche e quelle delValtro sistema (non geodetiche) sono delle 
geodetiche d'elicoidi sviluppabili^ si prenda una curva qualunque piana G e si 
faccia rotolare, senza strisciamento^ il suo piano sopra la sviluppabile oscula- 
trice di una geodetica di un'elicoide sviluppabile ». 

Quando Lea curvatura costante , avviene il medesimo dello spigolo di re- 
gresso L' della superficie polare ; se reciprocamente L' è a curvatura costante , 
si avrà: 



Digitized by 



Google 



)( 292 )( 
da cui : 

R*r=2a/j + 6, (6 = cost.) 

e siccome : R* = p* + 1* l-^j , dal confronto di queste due si deduce : 

dp _ ds 

V6.+ 2o p - p» '^ 

e questa integrata, offre: 

(3) p = a+ Va» + 6.sen[c+j — ] , 

che costituisce una relazione yerificantesì in tutte le curve aventi per spigolo di 
regresso della loro sviluppabile polare una curva a raggio di curvatura costante a. 
Fra tutte queste curve una sola è pure a raggio di curvatura costante, ed è 
appunto il luogo dei centri di curvatura della linea primitiva. Dunque 

« Se una superficie ha un sistema di linee di curvatura geodetiche, fra le 
linee di curvatura delVallro sistema una sola può essere a curvaturaH coslanley 
e le altre sono allora linee in tutti i punti deUe quali sono verificate delle re- 
lazioni della forma (3). Il modo di generazione di queste superficie è, per ciò 
che si è detto or ora^ semplicissimo ». 

§ 4. Le formoìe (2) danno i raggi p'^x' dell' indicatrice delle tangenti di una 
linea L; è facile vedere che le formolo, che danno i raggi p^.t^ dell' indicatrice 
delle binormali di L, si ottengono dalle (2) scambiando fra loro p e i, in modo 
che sarà: 

Ora consideriamo due superficie ad area minima S,S' coniugate in applicabi- 
lità ; è noto che alle linee di curvatura L^ di S corrispondono le assintotiche L'^ 
di S' e nei punti corrispondenti le S , S' hanno le normali parallele. Quindi T im- 
magine sferica di una L^, nella rappresentazione di Gauss della S, coincide col- 
r indicatrice delle binormali della corrispondente V. Indicando dunque con Pc,fg 
i raggi di Le. con pa'» V quelli di L^', e se applichiamo le (t) (4) delle quali i 
primi membri sono nel nostro caso eguali fra loro, avremo : 

in cui r è il valore assoluto dei raggi di curvatura delle superficie minime. 
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La condizione che sia L^ geodetica è equivalente air altra che si abbia; p^^sr^ 
1 
la quale porta che sia —7 = 0. 

Dunque : 

« Se mila S una linea di curvatura è geodetica mila S' Vassiniolica corri- 
spondente è rettilineaj e viceversa (*) d. 

La condizione che (L^ sia piana è equiyalente air altra che si abbia - = , 

la quale porta che si abbia : ^ = cost. 

Dunque : 

e Se siUla S v/na linea di curvatura è piana, sulla S' rassintottca corri' 
spondente è im' elica; e viceversa (••) ». 

Siccome poi dalle precedenti si ricava : 

darctg^ 

quando è costante uno dei due membri, lo è pure l'altro. 

Dunque : 

d Se sulla S una linea di curvatura è un^elica, sulla S' Vassinlotica corri- 
spondente è una geodetica di un'elicoide sviluppabile ; e viceversa ». 

§ 5. Determiniamo rangole o, sotto il quale le sfere osculatrici delle linee di 
curvatura di una superficie segano la medesima. 

Sia intanto L una geodetica di una sviluppabile avente L' per spigolo di re- 
gresso, e si indichino con T i segmenti LL' delle generatrici ; siano a, 6 due punti 
consecutivi di L; a' , 6' i corrispondenti sulla L' ; col centro in a' si descriva nel 
piano aba' Parco circolare ao di raggio a'a. Dal triangolo infinitesimo ao6 si de- 
duce: ao = a6-seni, la quale, osservando che a6=:cls, e che tangi = - , diviene: 

ao = - : ds. 

D'altronde rangole di contingenza d(p') dello spigolo di regresso L' della svi- 






(*) Cfr. la nota del Prof. Gianni e Sulle superficie Sarta minima » Modica 1883. 
(**) Cf. la memoria del Ghiar. Prof. Dini a Sopra oLcane formole generali della 
teoria delle superficie e loro applicasioni » Annali di Milano S. II' T. lY. 
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luppabile rettificatrice di L è dato dalla relazione : 

d(p') = (iarctg- 

Se quindi sostituiamo questi valori nella formola : ao = T d{g% otteniamo : 

dlog- 
li 

da 

Ciò posto, siano A , B , G tre punti fra loro corrispondenti della linea di cur- 
vatura Lo della superficie S ; della geodetica L^ , sulla evoluta 2| di S rispetto 
alle linee di curvatura del sistema a cui fa parte L^ ; o dello spìgolo di regresso 
L^ della superficie polare di L^. 

Indichiamo con r il raggio di curvatura AB della superficie, e con u> Vangelo 
sotto il quale i piani osculatori di L^ segano la superficie ; co è eguale air angolo 
che sulla evoluta £« formano fra loro le linee corrispondenti alle linee di curvatura 

A 

della S, come ho altrove dimostrato (*). Cosicché avremo: ABG=ic— (a, ed inol- 
tre ponendo : 

A 

ang A = ^i ; AB = r ; CB = T 

avremo : 

r : T :: senC : senii; 
ossia : 

r : T :; sen(w-a) : sentì., 

dalla quale si ricava: 

sen co 
tang il =3i 



Y + costo 



In questa mettiamo per T il valore precedente, e rammentiamo che : tangco = - ; 

P 
allora dopo alcune trasformazioni otteniamo : 



O Questo Giomale, 1884. 
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che è la forinola domandata, e nella quale giova osservare che le quantità p,T, 
si riferiscono alla evoluta L^ della L^. 

Facciamo qualche applicazione di questa formola. Se la L^ si suppone sferica, 

sarà L5 geodetica di un cono, quindi (§ 2) : - = fns + n. 

Sostituendo questo valore nella precedente e notando che dall* essere: dr = cte 
si deduce : 

rs=8 + c (e = cosi) 

avremo : 

cotg si = n-mc- costante 

la quale costituisce un ben noto teorema sulle linee- di curvatura sferiche. 
Ora si supponga che viceversa per una data linea di curvatura si abbia : 

cotgA = cost. =a. 

Sostituendo questo valore nella precedente e facendovi altresì : r = s + e, ot- 
teniamo : 

dlog^ 
la quale si può anche scrivere : 

P 
Integrando, ed indicando con b una costante arbitraria, si ricava: a = - + &(8+c) 

e questa» esprimendo ~ per una funzione lineare dell'arco s^ ci dice (§ 2) che la 

L5 è una geodetica d* un cono ; quindi sarà L^ una curva sferica. 

Si giunge cosi al seguente teorema, che non credo ancora osservato 

(( Se le afere osculatrici di una linea ai curvatura segano la superficie sotto 
angolo coslanle^ quella linea è sferica a. 

$ 6. Una superficie gobba qualunque S e la sua coniugata S' si toccano lungo 
la linea di stringimento comune ; immaginiamo ora una curva a avente le sue tan- 
genti parallele alle generatrici g di S ; le binormali di o., essendo perpendicolari 
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a due tangenti consecutive, saranno parallele alle generatrici g' di S'. Per conse- 
guenza le normali principali di ^ saranno parallele alle normali di 8 lungo la 
linea di stringimento. 

Dunque : 

m In una superficie gobba qualunque le generalrici, le loro coniugate e le 
normali lungo la linea di stringimenlo sono rispellivamente parallele aìle tan- 
geniii alle binormali e alle normali principali di una slessa curva ». 

Reciprocamente : 

« Le coppie di rette condotte pei vari punti di una linea L paraUelamenle 
àUe tangenti e alle binormali di una curva fì, avente le sue normali principali 
parallele a un dato sistema di normali di L, sono le generatrici di due super- 
ficie gobbe coniugate^ di cui L è linea di stringimento comune ». 

Infatti prendiamo sulla L i punti infinitamente prossimi l , l| e siano : In»I,ni; 
U , l|t| ; Ib , lib^ le rette condotte per questi punti parallelamente alle normali 
principali, tangenti e binormali di una medesima curva a ; si supponga inoltre che 
In , {|n, siano normali alla L. 

Chiamando S la superficie gobba luogo di li e S' la superficie gobba luogo 
di Ib, siccome In è normale tanto alla L quanto alla Ity si avrà che In è normale 
alla S. 

Conseguentemente la Ib è posta nel piano tangente in l alla S ; inoltre, es- 
sendo 16 parallela alla corrispondente binormale di n (la quale è perpendicolare 
a due tangenti consecutive), sarà Ib normale tanto alla U quanto alla sua conse- 
cutiva {(ti. Questa proprietà unita alla precedente, ci mostra che effettivamente L 
è linea di stringimento comune alla S e alla S^ 

Da quanto precede risulta il seguente teorema generale: 
« Per ottenere la coppia piii generale di superficie gobbe fra loro coniugale 
che hanno una determinata linea di stringimento comvm,e L, si faccia muovere 
un triedro trirettangolo in modOy che il suo vertice scorra sopra la L, imo dei 
suol spigoli s rimanga sempre normale a questa , e gli altri due spigoU S| , s^ 
rimangano sempre paralleli rispettivamente alle tangenti e alle binormali di una 
curva^ le cui normali principali sono parallele alle varie posizioni dello spigolo 
s. Le superficie gobbe domandate sono quelle generate dalle rette S| ,$2 ». 

Se fissiamo le normali della L colle quali deve coincidere successivamente lo 
spigolo 8 nel movimento del triedro, tutte le linee ^ le cui normali principali sono 
parallele alle rette s, godono della nota proprietà che due qualunque di esse hanno 
le tangenti inclinate fra loro di un angolo costante : 

Dunque : 

(c Tutte le superficie gobbe, che hanno una stessa linea di stringimento , e 
che sono fra loro tangenti lungo di questa j si ottengono da una qualunque di 
esse facendo ruotare ciascuna generatrice di un angolo costante, sul piano tan- 
gente f attorno al punto centrale ». 
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La linea A precedente si chiamerà la direttrice n della superficie ; si chia- 
merà poi direttrice sferica di una superficie gobba la curva sferica ottenuta con- 
ducendo pel centro di una sfera dei raggi paralleli alle generatrici. 

5 1. Per fare un'applicazione dei precedenti risultati, determiniamo le super- 
ficie gobbe che sono applicabili sulle rispettive coniugate. Siano ^ , v] , C le coor- 
dinate dei punti della linea di stringimento (espresse per Y arco s) ; co ,y j z le 
coordinate di un punto qualunque della superficie ; R la distanza di esso dal cor- 
rispondente punto centrale ; (a , p , y) , (a' , ^' , Y) , (X' , ijl' . v^ i coseni degli angoli 
fatti cogli assi dalla tangente alla linea di stringimento L e dalla tangente e nor- 
male principale della direttrice a. Avremo : 

da cui: 

T— = -:7^ + R-:7- = a + R-j- = a+-= r- ecc. , 

d$ d8 ds ds ds p' ' 

avendo indicato con s' e p' l'arco e il raggio di curvatura della direttrice ii; sic- 

ds' 
come poi l'angolo di contingenza —7- di essa è eguale all'angolo u di due gene- 
ratrici consecutive della superfìcie, si avrà : 

dx . Roj ., 

-— = a + -7- X' ecc. . 

ds d8 

Inoltre : 

dx , 
8R=* ecc. 

Per il teorema precedente si ha : 

SaX'=:0 , Saa' = cosi, 
essendo i l'inclinazione di L sulle generatrici ; quindi le precedenti danno : 

dalle quali si deduce per il quadrato dell'elemento lineare dS della superficie : 

dS« = [1 + (^y] cfe* + 2 cosi-d8 dR + dR*. 
voL. xxiii. 38 
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Per ottenere da questa Tespressione di dS'*, relativo alla superflcie coniugata 
della prima, basta cambiare i in ^ - 1 e u in co' (indicando in tal modo Tangolo 
di due generatrici consecutive della superflcie coniugata) ; di maniera che avremo : 

dS'* = [l + (^)* ds« + 2 seni ds dR + dR*. 

Per la voluta applicabilità sono necessarie e sufiQcienti le due condizioni se- 
guenti : 

1 = 45^ , w = w'. 

La IP condizione (o = (o', notando che u è eguale ali* angolo di contingenza 
della ^ e co' è eguale alFangoIo di torsione della stessa, porta che la direttrice u 
sia un'elica cilindrica inclinata di 4S^ alle generatrici ; e quindi la superficie gobba 
ha un cono direttore di rivoluzione col semiangolo al vertice di 45^, ed inoltre la 
sua linea di stringimento è geodetica (i = cost.). 

Queste due condizioni portano a concludere (V. § 9) che la linea di stringi- 
mento L sia una elica d'un cilindro parallelo all'asse del cono direttore; ora si 
noti che quando in una superflcie gobba S la linea di stringimento L è geodetica, 
si ottiene la direttrice sferica di S conducendo dai vari punti deirindicatrice L' di 
L dei cerchi massimi ortogonali, e staccando su di questi, a partire da L', un arco 
costante il cui angolo al centro sia eguale all' inclinazione di L sulle generatrici. 
Nel nostro caso L' è un cerchio e la curva sferica , a cui si deve arrivare colla 
predetta costruzione, deve essere un cerchio col raggio sferico di un mezzo qua- 
drante ; quindi L' deve essere un punto ovvero un cerchio massimo, e conseguen- 
temente L deve essere una retta ovvero una curva piana. 

Dunque : 

a Le superficie gobbe applicabili sulle loro coniugate sono quelle che hanno 
un cono direUore di rivoluzione col semiangolo al vertice di 45^, e nelle quali 
la linea di stringimento è una reiia, ovvero una geodetica piana ; lasse del cono 
direttore è parallelo alla retta, ovvero perpendicolare al piano della linea di 
stringimento «. 

§ 8. Sopra la sfera rappresentativa si descriva una linea arbitraria a , e sia 
6 la sua evoluta sferica, e una linea geodeticamente parallela a ò e distante da 
essa di un quadrante. 

Se ora immaginiamo una linea A dello spazio, la cui indicatrice sferica sìa a, 
è noto che lo spigolo di regresso B della sviluppabile rettificatrice della A ha per 
indicatrice sferica 6; per conseguenza l'indicatrice delle binormali di B sarà la 
curva sferica e. Ha siccome le binormali di B sono parallele alle normali princi- 
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pali di A. si potrà dire che la curva sferica e è T indicatrice delle normali prin- 
cipali di A. 

Dunque : 

« Quando è data Vindicalrice sferica a delle iangenli di una linea, si può 
trovare Vindicalrice delle normali principali della medesima linea^ costruendo la 
curva e geodeticamente parallela e distante di un quadrante dalla evoluta sferica 
b della (mrva primitiva a ». 

Chiamando quindi cono^ooluta di un cono dato quello che, avendo il mede- 
simo vertice ha per traccia sferica l'evoluta sferica della traccia dell'altro ; e chia- 
mando coniugati due coni che, avendo il medesimo vertice, hanno per tracce «sfe- 
riche due curve geodeticamente parallele distanti fra loro di un quadrante, l'enun- 
ciato teorema unito a quello del § 6, dà luogo all'altro: 

« Il cono direttore della superficie rigata, formata dalle normali a una super- 
ficie gobba S nei punti centrali delle generatrici, è coniugato al cono evoluta del 
cono direttore della S ». 

Se poi abbiamo riguardo al modo con cui si ottengono l'una dall'altra le su- 
perficie gobbe fra loro tangenti lungo la linea di stringimento, avremo che 

a Le superficie gobbe, tangenti fra loro lungo la linea di stringimento co- 
mune hanno per coni direttori dei coni concentrici^ le cui tracce sferiche sono 
geodeticamerUe parallele ». 

Sia £ la sviluppabile circoscritta alla superfìcie gobba S lungo la linea di strin- 
gimento L ; siccome le normali ad S lungo L sono parallele alle binormali dello 
spigolo di regresso di £, cosi se il cono direttore di S ha per traccia sferica la 
curva a (figura precedente), l'indicatrice delle binormali del detto spigolo di re- 
gresso sarà e, e quindi l'indicatrice sferica delle sue tangenti è appunto la linea 
6. Ossia: 

« Il cono direttore della sviluppabile circoscritta a una superficie 'gobba S 
lungo la linea di stringimento è il cono evoluta del cono direttore di S ». 

Questo teorema si può anche enunciare sotto l'altra forma : 

« Le generatrici di una superficie gobba qualunque sono sempre tangenti, 
lungo la linea di stringimento, a una sviluppabile il cui cono direttore è il cono 
evoluta del cono direttore della superficie gobba ». 

Nella rappresentazione di Gauss di una superficie gobba le linee sferiche che 
corrispondono alle generatrici sono cerchi massimi 1 cui piani sono perpendicolari 
alle generatrici stesse ; l'inviluppo di questi cerchi massimi è una curva geodeti- 
camente parallela alla direttrice sferica e distante da questa di un quadrante, qjuindi 
esso rappresenta la direttrice sferica della superficie gobba coniugata alla primi- 
tiva. Ricordando quindi che le traiettorie ortogonali dei cerchi massimi che rap- 
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presentano le generatrici sono le immagini sferiche delle linee a tangenti coniugate 
colle traiettorie ortogonali delle generatrici (*), si avrà ; 

a Le superficie rigaie, formate dalle normali a una superfieie gobba S lungo 
le linee a tangenti coniugale, colle traiettorie ortogonali delle generatrici, hanno 
per coni direttori i coni-evolventi del cono direttore della superficie gobba con- 
iugata ad S ». 

Chiamando cono elicoidale quello che ha per sezione sferica normale un'elica, 
questi teoremi generali danno luogo agli altri particolari seguenti: 

« Se una superficie gobba è a cono direttore di rivoluzione, ovvero a cono 
direttore elicoidale, la superficie rigata formata dalle normali tungfo la linea di 
stringimento è rispettivamente a piano direttore o a cono direttore di rivoluzione: 
e viceversa. Le generatrici della superficie sono tangenti lungo la linea di strin- 
gimento a un cilindro, ovvero a un'elicoide sviluppabile e viceversa. Le normali 
alla svperficie lungo le linee a tangenti coniugate colle traiettorie ortogonali 
delle generatrici formano delle superficie rigate le cui direttrici sferiche sono eli- 
che ovvero sviluppanti sferiche di eliche, e viceversa ». 

Se fra le superficie gobbe tangenti fra loro lungo la linea di stringimento 
comune, ve ne ha una a cono direttore di rotazione od elicoidale, tutte le altre 
hanno la stessa proprietà ». 

§ 9. Se la linea di stringimento L di una superficie gobba S è geodetica ed 
a è la direttrice sferica di S, sarà e la direttrice sferica della superficie rigata 
luogo delle normali ad S lungo la L (Y. figura del § 8) ; dunque e è Tindicatrice 
delle normali principali di L, e perciò Tindicatrìce delle tangenti di L deve essere 
un*evolvente sferica di b, cioè una curva geodeticamente parallela alla a. Abbiamo 
perciò il teorema : 

(c Quando la linea di stringimento di una superficie gobba S è geodetica, 
V indicatrice delle tangenti di questa curva è una linea geodeticamente parallela 
alla direttrice sferica diS; e reciprocamente ». 

Se poi abbiamo riguardo a un notissimo teorema di Bonn et C*) potremo 
dire : 

« Per ottenere la superficie gobba più generale, che ammette un cono diret- 
tore assegnato, e nella quale la linea di stringimento è geodetica, si prenda una 
curva L la cui indicatrice sferica L' sia geodeticamente parallela alla traccia 
sferica normale del cono direttore, e nei piani rettificanti di L si conducano delle 
rette seganti la linea sotto un angolo eguale alVangolo costante formato dai raggi 



(*) D i n i — luogo citato. 

(**) Journal de Vecole polyiecnigue. Ch, XIX. 
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della sfera che vanno ai punii della L', colle corrispondenti generatrici del cono 
direttore ». 

Notando che una superficie gobba si può sempre deformare in modo che, ri- 
manendo pur sempre gobba, acquisti un cono direttore qualunque, il primo di 
questi teoremi enunciati dà luogo alFaltro : 

a Quando la linea di stringimento di una superficie gobba è geodetica^ essa 
(colla deformazione della superficie) può sempre ridursi in infiniti modi a un'elica 
ovvero a una geodetica di un* elicoide sviluppabile &. 

Lo stesso teorema particolarizzato nel caso delle superficie gobbe a cono di- 
rettore di rotazione, ovvero elicoidale, dà : 

« Se una superficie gobba a cono direttore di rivoluzione^ ovvero elicoidale, 
ha per linea di stringimento una geodetica^ questa è un'elica ovvero una geode- 
tica i*un* elicoide sviluppabile^ e viceversa ». 

§10. Determiniamo il parametro di distribuzione dei piani tangenti in una 
superficie gobba in cui la linea di stringimento è geodetica. 




Sia aoVa"' 



(Fig. 1). 
la linea di stringimento geodetica L della superficie, e siano 



flj , a'flf' , o'Y'i ••• J® generatrici della medesima, seganti la L sotto l'angolo co- 
stante t. Sia AA'A" ... lo spigolo di regresso della sviluppabile rettificante di L, 
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le cui generatrici sono aA, a'A',a"A", ... ; per i punti di questo spìgolo di re- 
gresso sì conducano le rette AG , A'G' , A"G", . . • rispettivamente parallele alle 

A 

Osserviamo che Tangolo a'ak è quello sotto il quale la retta rettificatrice in 
a alla L sega questa curva; quindi, come è facile determinare, si avrà: 

A I 

a'a A = arctg- , 
essendo p , x i raggi della L ; per conseguensa potremo scrivere ; 

A A A A I 

GAr = Sfar = gaa' + a'aA = i + arctg - . 

A 

Passando al punto successivo a\ Tangolo GAr aumenta del suo differenziale, 
e siccome rangole i si mantiene costante, avremo dalla precedente : 

^ TX 

G'A V = r' + arctg - + d arctg - . 

Notando poi che l'angolo rAr' è l'angolo di contingenza dello spigolo di re- 
gresso della sviluppabile rettificatrice di L , avremo (dalla teoria generale delle 
curve) : 



quindi : 



rAr' = d arctg - 



A A A X X 

GAr' = GAr + rAr' = i + arctg - + d arctg;; . 

P P 



Dunque potremo scrivere : 

A A ^ X 

GAr' = G'A'r' = i + arctg - 4- d arctg - . 

P P 

Ora pel centro di una sfera di raggio = 1 conduciamo le rette og , og' , or% 
paraUele alle AG , A'G' , A'r' ; nel triangolo sferico gg'r' avremo : 

gr' = gY = i + arctg - + d arctg- . 
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Determiniamo l'angolo sferico r'; la retta ag essendo posta nel piano retti- 
ficante di L in a incontra le due ak,a'h.\ quindi il piano dell'arco gr' è paral- 
lelo al piano rettificante di L in a, e per le stesse ragioni il piano deirarco g'r' è 

A 

parallelo al piano rettificante di L in a'. Quindi l'angolo sferico r' è uguale all'an- 
golo di due normali principali consecutive di L, ossia : 



A li 1 
angr'=ynr + ^-ds. 



Ora dal triangolo sferico isoscele gr'g' si deduce : 



gg' = (ang r') • sen r'g = sen [ \i + arctg - j + d arctg -J -^ ds ; 

e siccome col trascurare gli infinitesimi d'ordine superiore, si ha 

cos j d arctg -1=1 i sen j d arctg - 1 = d arctg - , 
se si nota per di più che : 



sen 



farctg Jl = —^= , cos farctg l] = -=== , 



e che Tarco gg' misura l'angolo co di due generatrici consecutive della superficie 
gobba, potremo scrivere: 



[cosi senfl , 



9 

Per la minima distanza ic di due generatrici consecutive, abbiamo 

Tr = sent«ds; 



(0 



quindi, poiché il coefficiente di distribuzione dei piani tangenti è dato da Es— , 
avremo nel nostro caso : 

(S) K = ì + ^. 

Questa espressione, nei due casi speciali che la superficie gobba sia quella 
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delle binormali di una linea (i=z^j , ovvero che la linea di stringimento geode- 
tica sia anche piana, si riduce rispettivamente alle due altre seguenti : 

(50 K = — ; K = — cotgt. 

Notiamo che le rette À6 sono situate nei piani osculatori della curva ÀÀ'A"... 
e segano questa sotto un angolo il cui differenziale è (come si è trovato) eguale 

airangolo di contingenza darctg- della AA'A"... Quindi, applicando un noto teo- 
rema di Gatalan (*), si potrà dire : 

a Se per i vari punii dello spigolo di regresso V della sviluppabile circo* 
scrina, lungo la linea di slringimento L, ad una superficie gobba S avente L 
per geodetica j si conducono delle rette parallele alle generatrici di S^ si ottiene 
una superficie rigata S', sulla quale la V è linea di stringimento ed inoltre as- 
sinlotica ». 

Supponiamo ora reciprocamente che S' sia una superficie gobba la cui linea 
di stringimento ÀA'À" ... è assintotica, e per i vari punti di una geodetica qualun- 
que aa'a'^.. della sviluppabile osculatrice di AA'A"... conduciamo le rette aflf pa- 
rallele alle generatrici AG di S'. 

Le rette ag segano le aA sotto l'angolo i + arctg- , e siccome il differenziale 

di quest'angolo deve essere eguale al differenziale deirangolo 6Ar, cioè darctg-, 

p 
bisogna che i sia costante. E siccome le rette ag sono anche situate nei piani ret- 
tificanti di aaV ... , potremo dire : 

a Se per i vari punti di una geodetica qualunque L della sviluppabile oscu- 
latrice della linea di stringimento V di ^na superficie gobba S', sulla quale V è 
assintotica, si conducono delle parallele alle generatrici di S, si ottiene una su- 
perficie rigata S sitila quale la L è linea di stringimento ^ ed inoltre geodetica ». 

Da quanto precede si deduce ancora: 

« Per costruire una superficie gobba, avente per linea di stringimento una 
geodetica L , si può condurre nei piani rettificanti di L delle rette che seghino 
le rette rettificatrici sotto un angolo, il cui differenziale sia eguale alV angolo di 
contingenza dello spigolo di regresso della sviluppabile rettificatrice di L ». 

E questo è un teorema del tutto analogo a quello rammentato di Gatalan, 
relativo alle superficie gobbe in cui la linea di stringimento è assintotica ». 



(*) Bulletin de la Sociéié PhilomatiquCy 1848. 
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§ 11. Se la linea di stringimento L della superficie gobba S ò assintotica, ed 
a (Y. figura sferica del § 8) è la direttrice sferica di S, sarà e la direttrice sfe- 
rica della superficie rigata formata dalle normali ad S lungo la linea di stringi- 
mento , cioè rindicatrice delle binormali di L; quindi b sarà rimiicatrice sferica 
delle tangenti di L. 

Dunque : 

a Quando la linea di stringimento di una superficie gobba S è assintotica, 
Vindicalrice delle iangenii di questa linea è l'evoluta sferica della direttrice sfe- 
rica di S ». 

Conseguentemente : 

« Per ottenere la piii generale superficie gobba, che ha un cono direttore 
assegnato e nella quale la linea di stringimento è assinloticay si prenda una 
curva la cui indicatrice delle tangenti sia l'evoluta sferica della sezione sferica 
normale del cono direttore, e nei piani oscillatori della linea si conducano delle 
rette seganti la medesima sotto un angolo il cui differenziale sia eguale alV an- 
golo di contingenza della curva ». 

Come caso speciale di questo teorema si ha : 

a Quando una Sìiperficie gobba ha un cono direttore di rivoluzione, ovvero 
elicoidale, ed inoltre la linea di stringimento assintotica, questa è rispettivamente 
una retta ovvero un'elica, e viceversa ». 

Proponiamoci di determinare il parametro di distribuzione dei piani tangenti 
nelle superficie gobbe in cui la linea di stringimento è assintotica. 




voL. xxiii. 39 
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Sia questa la aaV,... e siano ai^a'i'^a'T.y.. le sue tangenti; agA'g\o!'g"y ... 
siano le generatrici della superficie gobba che segheranno la linea di stringimento 
aa'a"... sotto un angolo i tale, che il suo diiTerenziale eguagli T angolo di con- 
tingenza d{p) della medesima. Dalla figura abbiamo : 

A A 

tag^i , raV = t + di = < + d(p) 

A A A 

tag s lag + fai = i+ d(p). 

Ora per il centro o di una sfera di raggio unitario si conducano le rette 
og f og' , oV rispettivamente parallele alle ag , a'g' , aY ; nel triangolo sferico gg'i', 
avremo : 

t'flf = t'g' = < + d(rt. 

Inoltre , siccome i piani dei cerchi Vg , t'g' sono paralleli ai piani osculatori 
in a y a' della linea di stringimento, avremo : 

ang(' = d(T). 
Dunque : 

flfp' = sen[i + dW]-d(T), 

e se in questa espressione trascuriamo gli infinitesimi di ordine superiore^ e no* 
tiamo inoltre che gg' misura l'angolo (o di due generatrici consecutive, troveremo: 

. ,, . senf'ds 
w = seni«d(T) = 



T ' 



d*altronde : 

K = sent«d8 
quindi : 

L'espressione trovata per R ci dice: 

(( Tutte le superficie gobbe tangenti fra loro lungo la linea di stringimento 
e nelle quali tale linea sia assiniotieaj hanno lo stesso parametro di distribuì 
zioue dei piani tangenti, cioè la torsione della linea ». 

Nelle superficie gobbe in cui la linea di stringimento è assintotica possono 
sscryi delle linee equidistanti dalla medesima , le quali siano pure assintoticbe. 
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Per arrivare a rispondere a tale domanda, si rammenti che il sìg. Serret (*) 
ha trovato per equazione delle assintotiche non rettilinee di una superlicie gobba 
la seguente : 

2»dR + Bdfc±»Tc' = w'(l + fc«R)«, 

dove ft = — e le lettere (o , ir , u>' , ic' , R hanno il medesimo significato attribuito 

loro precedentemente. Se la linea di stringimento è assintotica» quest'equazione 
deve essere identicamente soddisfatta per R = , dR = , la qual condizione ri- 
chiede che sia ± ikic' = tu'. Introducendo questa condizione nella precedente egua- 
glianza, essa diviene : 

2fcdR + Rdft=:w'&«R«; 

e la condizione necessaria e sufUciente onde questa sia soddisfatta da un valore 
costante Ro di R è che si abbia : 

dfc = wft%. 

Se fc è costante, si deve avere u' = e Tultima relazione è soddisfatta da 
qualunque valore di Rq ; la superficie è a piano direttore , e siccome (o' = ± ftic^ , 
se si esclude il caso delle superficie sviluppabili , dobbiamo avere ic' = ; quindi 
la superficie ammette per linea di stringimento una retta normale al piano diret- 
tore. L'ulteriore condizione fc' = cost. ci dice che la superficie in discorso è pre- 
cisamente l'elicoide gobba ad area minima. 

Se k non è costante, l'ultima eguaglianza si può scrivere : 

di + io'Ro = 0, 

e siccome per la (6) : 

iù' = ±k TC'= ± Tt' — = ± 



la precedente diviene: 



1 cosi:*^^ 

k T 



ds 
Ora dalla relazione ; di = d(p) = — , ricavata dalla condizione che la linea di 



(*) Théarie dea lignei à doublé courbure Gh. IX. 
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stringimento è assintotica, sì deduce : i = a + / — con a costante arbitraria ; fa- 
cendo quindi anche uso della (6), la precedente ci oltre : 

(7) T* ±2Ro/cos [a + J *] da + 6 = 0. 

Dunque : 

Le superficie gobbe che hanno la linea dì stringimento e una sua equidi- 
stante per assintotiche^ sono quelle in cui Vassintotica linea di stringimento ve- 
rifica la relazione (7); se vi è più d'una di tali assintotiche equidistanti daHa 
linea di stringimenlOy la superficie rigata é un'elicoide ad area minima. 

§ 13. Riferendoci alla solita figura sferica del § 8, supponiamo che sia e l'in- 
dicatrice delle tangenti della linea di stringimento L di una superficie gobba S ; 
se L è linea di curvatura di S, le normali a questa, lungo quella linea, formano 
una sviluppabile, di cui indicherò con M lo spigolo di regresso ; la e si potrà an- 
cora censiderare come Tindicatrìce delle normali principali dì M, la quale per con- 
seguenza avrà per indicatrice delle tangenti una sviluppante sferica di 6 p. e. a. 
Si potrà allora dire che a ft la direttrice sferica della superfìcie rigata formata 
dalle normali ad S lungo L ; quindi, per ciò che abbiamo visto al § 8, si otterrà 
la direttrice sferica di S, costruendo una linea sferica geodeticamente parallela ad 
a e distante da essa di un quadrante, e poscia una conveniente sviluppante sfe- 
rica di questa. 

Si arriva cosi al teorema : 

({ Quando è data la direttrice sferica di una superficie gobba in cui la linea 
di stringimento L è di curvaturay per ottenere V indicatrice delle tangenti di L, 
si costruisca V evoluta sferica della direttrice sferica data^ e poscia la linea geo- 
deticamente parallela a questa evoluta, e distante da essa di un quadrante. 

Sulla curva sferica ottenuta si rinnovino le due precedenti operazioni, e la 
linea finale, a cui si giunge, sarà appunto la domandata ». 

Se N è una sviluppata qualunque di M, le normali principali di N sono pa- 
rallele alle tangenti di M, cioè parallele alle normali ad S nei punti centrali delle 
generatrici. 

Se dunque per i punti della L si conducono delle parallele alle tangenti di 
N, si ha una superficie gobba in cui L è linea di stringimento (V. § 6). 

Dunque : 

a Per ottenere la superficie gobba più. generale possibile, in cui la linea di 
stringimento L è di curvatura, si conducano dai vari punti della L delle paral- 
lele alle tangenti di una sviluppata qualunque N di una sviluppata qualunque 
M della linea data L ». 
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Si noti che tutte le volte in cui L è piana e geodetica la N è un'elica ovvero 
una curva piana ; osservando quindi che il caso in cui N sia piana non merita con- 
siderazione perchè la S si riduce a un piano, avremo : 

(( Fra le superficie gobbe in cui la linea di stringimento è di ci^n^a^iira , 
quelle in cui tale linea è inoltre piana e geodetica sono completamente caratte- 
rizzate dalVavere un cono direttore di rivoluzione ». 

Siccome poi quando L è piana e non geodetica, N è una geodetica d'un' eli- 
coide sviluppabile» e viceversa, si potrà dire : 

« Fra le superficie gobbe in cui la linea di stringimento è di curvatura , 
quelle neUe quali tale linea è inoltre piana e non geodetica, sono completamente 
caratterizzate dalVavere un cono direttore elicoidale ». 

Nel teorema precedente vi sono da considerare due casi speciali, cioè : 

a) il caso in cui la linea N si riduca a un punto: 
6) il caso in cui la linea H si riduca a un punto. 

Caso speciale a). Naturalmente in questo caso le rette che si devono condurre 
dai vari punti di L, per ottenere la superficie gobba S, devono essere parallele 
alle generatrici del cono che dal pùnto N proietta la curva (sferica) M. 

Caso speciale 6). 11 cono che proietta la linea (sferica) L da M, dovendo avere 
le generatrici parallele alle normali principali della direttrice il della superficie, 
è chiaro che L si potrà considerare, sulla sfera che la contiene, come F indica- 
trice delle normali principali di A; si passerà quindi da L all'indicatrice delle 
tangenti di A (cioè alla direttrice sferica della superficie gobba) applicando le con- 
siderazioni del § 8. 

Dunque : 

« Per costruire le superficie gobbe che sono tangenti lungo la linea di strin- 
gimento L a una sfera, si costruisca della linea sferica L la curva geodeticamente 
parallela V distante da essa di un quadrante, e poscia un'evolvente sferica qual- 
sivoglia y di L'. 

Pei punti di L si conducano delle parallele ai raggi che proiettano h" dal 
centro della sfera ». 

§ li. Determiniamo il parametro di distribuzione dei piani tangenti delle su- 
perficie gobbe che hanno per linea di stringimento una loro linea di curvatura , 
tanto nel caso generale, quanto nei casi speciali a) 6). 

Per questo determinerò l'angolo i sotto il quale la linea di stringimento L 
della superficie gobba S sega le generatrici , il quale angolo è appunto eguale , 
nel nostro caso, a quello formato dalle tangenti di N colle normali principali della 
sua evolvente M. 

Se immaginiamo una superficie che, passando per M, abbia per normali lungo 
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questa linea le tangenti ad N, rangole precedente i è complementare di quello 
sotto il quale i piani osculatori della linea di curvatura H della superficie condotta, 
segano la medesima. Applicando quindi quanto ho dimostrato al $ 1® della mia 
nota citata ($ 5) avremo : 

tangi=|-, 

essendo p , i i raggi della linea N. Indichiamo con B le distanze NM e con T le 
distanze LH ; inoltre distinguiamo gli elementi di M con un accento , quelli di L 
con due, da quelli di N. Avremo : 

dfi" = Td(p'). 
Ma: 

(iT = d8' = B.d(/») = — : 
e siccome : dB = (te, da cui ; B = s + b con b costante arbitraria, risulterà : 

P 
da cui coU'intcgratione : 

T = a + fii±-^2dL (a = co8t.). 

j e 

Essendo poi d(pO eguale all'angolo di due normali principali consecutive di N, 
avremo : 



Sostituendo i valori di T e d(pO nella prima relazione, si ha : 



ed applicando quindi la formola: ic = d8"*seni, avremo: 

.=[«./<i±^]Ì!. 



Ha 



w = d(f ) = y 
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quindi risulta: 



i=fhf'-^'^]. 



Questa forinola non Yale nei casi speciali a) b). Se N si riduce a un punto , 
la curva H diviene sferica, l'angolo di contingenza d(p) del caso generale si ri- 
duce ora all'angolo di due generatrici consecutive del cono che dal punto N pro- 
ietta M ; quindi, se R è il raggio della sfera che contiene M, si avrà : 

L'angolo di torsione viene ora surrogato dall'angolo di 2 piani tangenti con- 
secutivi del predetto cono, cioè dairangolo di contingenza geodetica dipg) della 
M, quindi: 

d(x) = d(p/). 
Rammentando che -rr = -7-, + ^r , e che inoltre ; — = -77^,, sarà : 

T 1 



per conseguenza, applicando la precedente relazione che da tangi, avremo per 
seni : 



senti 



_ VR*-p^ 



V-(7)" " ■ 



Si ha poi : 



ds" = T d(p') = ~7- = > r — » (fl = cost.) 

p P 

e perciò : 

ic = sen<«d8" = — V-. ^ ds'. 

p K 

D'altronde : 

ds' 
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quindi, sopprimendo per semplicità gli accenti, avremo : 



a-h s 



nella quale le quantità /? , s si riferiscono alla linea M. 

' Passando ora al caso in cui M si riduce a un punto, si considerino i due punti 
infinitamente vicini a , 6 di L e siano a' , 6' quelli che corrispondono ai precedenti 
sulla linea L' geodeticamente parallela ad L e distante da essa di un quadrante ; 
siano poi a'' , 6" i corrispondenti dei precedenti sulla direttrice sferica L" della 
superficie gobba (sviluppante sferica di L'). L'angolo io di due generatrici conse- 

cutive di S è misurato dall'arco elementare — jj- , che occorre determinare; chia- 




Pig. 3. 
mando e il centro di curvatura sferica di L in a, abbiamo : 

ab : a'b' :: sen 1^ j : cosf—j, 

da cui si deduce (essendo a6 = ds , a'6' = cfe') • 

ds' = cotg^-^ jds= , 

che coir integrazione offre: 

8' = R[a+|^] (a = cost.). 
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Per calcolare l'angolo sferico a', si noti che esso è T angolo di contingenza 
geodetica d(p'g) di \J, e quindi : 

anga'=.d(pV = -r- = — r- 

r g PgPg 

Ora: 

,,=R«n,ei)=-B».ge^)=-?, 

e quindi : 

A (te 

ang o' = - g . 
Di qui si trae : 

a"b" = B sen (^^) • ang a' = - sen U + J — 1 ds, 

e quindi : 

r fdslds 
co = -sen[a+/^J^. 



Per determinare Tinclinazione i della linea di stringimento L sulle generatrici, 
si osservi che se il centro della sfera è o, l'angolo i è quello formato dalla retta 
oa" colla tangente in a alla L, ovvero anche colla tangente in a' alla U. 

Le rette oa' , oa" e la tangente in a' alla L' sono nel medesimo piano, e se 

A 

chiamiamo n il punto d'incontro delle due ultime rette , avremo : ang ona' = i , 
quindi : 

Tc a'a" Tc s' r r f dsì 

Conseguentemente sarà : 

TU = seni-ds = cos U + / — J ds , 

e quindi nel caso che ci occupa risulta : 



l=-R.cotg[o+/^^] = -B.cotg[a+i-f^^4 
S 15. Per fare un*applicazione dei risultati precedenti, determiniamo quali sono 

VOL XXIII. 40 
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le superficie gobbe in cui la linea di stringimento e le sue equidistanti sono le 
linee di curvatura d*un sistema. Le equazioni delle linee di curvatura delle super- 
ficie gobbe sono state messe dal sig. P. Serret (I. e) sotto la seguente forma: 

(dR + Tc') [co' + (fcdR + Udii) cos«(pl = tcco 

dove le lettere hanno i soliti significati e inoltre: tang<p = A;R. 

Consideriamo il sistema corrispondente, nella scritta relazione , al segno su- 
periore e a questo faccia parte la linea di stringimento; dovendo quella relazione 
essere verificata per R = , dR-=0, sarà necessariamente ic(o = icV, per la quale 
condizione la precedente diviene : 

(fe.cIR + F .(Ift)(dR + Tt') cos*9 + w'.dR = 0. 

Questa, per le superficie domandate, deve essere verificata da un valore co- 
stante qualunque R^ di R; quindi dovremo avere identicamente: 

Roic'cos*<p«dfe = 0. 

Non potendo essere u':=0 (poiché la tco} = icV darebbe Tt = 0, ovvero co = 0, 
le quali condizioni non sono mai verificate per una superficie gobba propriamente 
detta), dovremo avere & = costante, Questo risultato, unito a quello del § U. dà 
il teorema: 

a Le superficie gobbe, che hanno la linea di slringimenlo e le sue equidi- 
stanti per linee di curvatura di un sistema, si ottengono con una di queste due 
costruzioni. 

I. Si prenda una curva N, in tutti i punti della quale sia verificala fra 
p , T , s la relazione : 



e - = a + I ds , 



(coli a,b,c costanti arbitrarie)^ si costruisca un'evolvente qualunque L di un 
evolvente qualunque M dt N, e per i punii di L si conducano delle parallele alle 
tangenti di N. 

II. Si prenda una curva sferica in tutti i punti della quale sia verificala 
la relazione : 

^^ R(aH-s) 



n/c* 4- (a + s)* 
(essendo a , e costanti arbitrarie ed R il raggio della sfera) , e per i punti d^ 
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una sua evolvente qualunqve si conducano delle parallele alle generalrici del 
cono, che proietta dal centro della sfera la curva primitiva )). 

Nel caso speciale b) la linea di stringimento, oltre essere sferica, dovrebbe 
verificare in tutti i suoi punti la relazione : 



R cotg h + R J ^^^ ^' ds\ = costante 



ossia !*altra : — = 0, la quale ci dice che la linea è un cerchio massimo. 

Dunque : 

« La sola superficie gobba tangente a una sfera lungo la linea di stringi- 
mento e nella quale le equidistanti di questa sono linee di curvatura , è Viper- 
boloide di rivoluzione a una falda ». 

Si osservi che la relazione : 









non è mai soddisfatta quando -=cost. e quindi la N non può essere un'elica. La 

P 

relazione : 

/j = R(a4-8)[c« + (a + s)*r* 

non può mai essere soddisfatta quando si abbia p = cost ; perciò , nel caso spe- 
ciale a), la linea M da scegliersi, per ottenere da essa le domandate superficie , 
non può essere circolare. 

Dunque : 

a La sola superficie gobba a cono direttore di rivoluzione^ avente la linea 
di stringimento e le sue equidistanti per linee di curvatura di un sistema , è 
r iperboloide di rivoluzione a una falda ». 

S 16. La condizione necessaria e succiente onde una superficie gobba sia 
formata dalle normali principali, ovvero dalle binormali, di una linea è che sulla 
superficie esista una traiettoria ortogonale delle generatrici, che sia rispettivamente 
assintotica, ovvero geodetica (rultima delle quali è poi linea di stringimento). Ne 
segue che : « Non vi j)ossono essere due curve che abbiano le stesse binormali »• 

Ed anche : 

« iVelIa deformazione di una superficie gobba delle binormali di una curva. 
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essa rimane sempre la superficie gobba delle òinormoli delta deformala della 
curva. 

Per conseguenza : 

« Le superficie gobbe formate dalle binormali delle curve non sono mai qua- 
driche rigale , né applicabili su tali superficie » il qual risultato si può anche 
porre sotto la forma. 

« Le binormali di una curva non possono mai incontrare tre rette fisse ov- 
vero incontrare due rette fisse ed essere parallele a un dato piano >. 

Se gg' ..' è la direttrice sferica di una superficie gobba, aa' ... l' indicatrice 
sferica delle tangenti di una linea arbitraria descritta sulla superficie, pp^.. Fin- 
viluppo dei cerchi massimi ag,a'g\... il sig. Serret (1. e.) trova: 

. , , WCOS<f 
tang(flfp) = ;;;r^^ 

dove le lettere hanno qui lo stesso significato che loro si è attribuito preceden- 
temente. 

Se la linea, la cui indicatrice è aa' ... , è assintotica, si vede facilmente che 
la curva aa'.,. coincide con pp'...; se inoltre la linea è traiettoria ortogonale delle 
generatrici, gli archi gp sono dei quadranti, e perciò : co' + cr.<f> = 0, ossia (essendo 
tang <p = kR) : 

ci)'±darctg(kR) = 0. 

Questa è una relazione che viene verificata per tutte le superficie gobbe delle 
normali principali, e solamente per esse. 

Siccome le traiettorie ortogonali delle generatrici di una superficie rigata in- 
tercettano sulle generatrici dei segmenti eguali, si ha nel nostro caso : 

dB = u'=:cosi>cte 
da cui : 

R = a + / Tc' = a + / cosi-ds (a = cost.). 

■' J 

Sostituendo questo valore di B nella precedente relazione, potremo dire : 

La condizione necessaria e sufflcicnle onde una superficie gobba sia quella 
delle normali principali di una curva , è che sia soddisfatta la seguente , rela- 
zione : 

(8) co'± d arctg[~ (a +/ it')] = co' ± d arctg[-ra + j eoa i-ds j] = 0. 
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S 17. Dì questo teorema faremo ora due speciali applicazioni. 

Applicazione I.* É noto che le superficie gobbe delle normali principali, che 
hanno per linea di stringimento una retta, sono quelle delle geodetiche dei cilindri 
e dei coni di rivoluzione; qui più generalmente si determineranno le superficie gobbe 
delle normali principali^ in cui la linea di stringimento è una geodetica piana. 

Per ciò che si è trovato al § 10, dovremo avere per le nostre superficie : 

^ _ (0 _ cotgi 

""it "" p ' 

d'altronde Tessere la linea di stringimento geodetica, porta che si abbia i = cost. 
Quindi sarà: 



f. 



COSt*d8 = 8*COSt. 



Per determinare co', conduciamo per il centro di una sfera di raggio = 1 la 
retta or parallela alle generatrici del cilindro che ha per sezione retta la linea di 
stringimento della superficie e sia a'V ... il cerchio massimo il cui piano è nor- 
male ad or. La direttrice sferica della superficie coniugata alla data è un piccolo 
cerchio ab... il cui piano è normale ad or, e il cui raggio sferico ra misura Tin- 
clinazione t della linea di stringimento sulle generatrici della superficie gobba ; 
se quindi raa' ,rbV sono due cerchi massimi infinitamente vicini fra loro, passanti 
per or, avremo : 

ab : a'b' :: sen(ra) : sen (ra'). 

Siccome il cerchio massimo a'b'... è Tindicatrice delle tangenti della linea di 
stringimento piana , avremo : a'6' = d(p) ; osservando inoltre che ab = co' e che 
sen{ra') = l» la precedente proporzione ci offre: 

co' = seni«d(p). 
Sostituendo questi valori nell'ultima equazione del § precedente, si ha : 

seni-dO?) ± d arctg [ — ~ {a + s cost)J = 0. 

Dividendo per ds osservando che : -^ = - , ed eseguendo inoltre la deriva- 
zione, si ottiene una relazione che si può facilmente mettere sotto la forma : 

di 

p 1 cos*i±sen*i 1 ^ .^ . ^ 

:r^+- 7— — ^-77 :±-r(a + «COSl)COSf=0. 

ds p (a 4- 8 co8i)cosi f* 
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Questa è un*equazione dìITerenziale che si riduce lineare col metodo noto » o 
allora con una facile integrazione si ottiene : 

1 V r =t2t«*i i"* 

- = tangi- (a + s cos i)"' • 1 6 (a + s cosi) m 

e questa è la relazione che lega la curvatura - della linea di stringimento (piana) 

all'arco della medesima. 

1 
Osservando quindi che le linee piane la cui curvatura - è una determinata 

funzione H dell'arco s hanno per coordinate £ , )] dei loro punti le espressioni : 

5 = J cos [e + J Hds] (te + m , ij = J sen [e + J Hds] + n, 

dove e , m , n sono costanti arbitrarie, potremo dire che le curve piane, le quali 
possono essere linee di stringimento di superficie gobbe delle normali principali^ 
ed inoltre geodetiche delle medesime » sono quelle in cui le coordinate g , i] dei 
loro punti si esprimono nel modo seguente : 



1 
5 = |cosrc + tangi|(a + 8Cosi)"*-|(a + sco8i) ^ *«6- l| •(&!(& + 



m 



1 
>! = /sen[c + tangij(a + scosi)"*.|(a + scosi) ^ -ft-lf •ctej ds + n. 

Ottenuta in tal modo la linea di stringimento L delle superficie gobbe doman- 
date per rispondere completamente al problema, si costruirà il cilindro avente per 
sezione retta L e pei vari punti di questa curva si condurranno delle rette tan- 
genti al cilindro ed inclinate sulla curva L di un angolo costante i. 

Se si volesse la curva, le cui normali principali sono le generatrici della su 
perflcie gobba costruita, basterebbe portare sulle generatrici, a partire dalla linea 
di stringimento, dei segmenti R dati dalla formola : 

R = a + 8 COSI. 

Il luogo degli estremi di tali segmenti è la curva domandata. 

Applicazione IL Come seconda applicazione del teorema precedente , propo- 
niamoci di vedere se vi sono delle superficie gobbe , le cui generatrici siano le 
normali principali di una linea, e nello stesso tempo le binormali di un'altra linea. 

Si prenda la superficie gobba delle binormali della curva L, per essa avremo 
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i cos i (te = ; 



se dunque tale superficie gobba è quella delle normali principali di una curva L', 
dovrà essere verificata la (8), la quale nel caso presente diviene : 



co' ± d arctg ( — j = 0. 



ds 
Nel nostro caso l'angolo ct>' é rangole di contingenza — ', (o è l'angolo di tor- 

p 

ds 
Siene — e ic è Tarco elementare ds della linea di stringimento L, in modo che : 

, _ds ^ _ ^ 

Sostituendo questi valori nella precedente, ed includendo il doppio segno nella 
costante arbitraria a, risulta : 



(.) H'M^- 



Questa è la relazione che deve aver luogo fra p e i acciocché la superficie 
gobba delle binormali di L sia superficie gobba delle normali principali di una 
linea L'. 

Per risolvere il medesimo problema si poteva evidentemente seguire il cam- 
mino inverso, determinando cioè quali sono le linee 1/ le cui normali principali son o 
le binormali di un'altra curva L. 

Per questo osserviamo che se A indica le porzioni delle generatrici della su- 
perficie gobba delle normali principali di una linea L', comprese fra L' e la linea 

1 
di stringimento della superficie , e se |7 è il parametro di distribuzione dei piani 

tangenti, il Chiar. Prof. Dini ha trovato per espressione del ;*aggio di curvatura 
e di torsione p , i della L' (•) ; 

A* + K» A* + R* 



(•) Alcune proprietà delle superficie gobbe delle normali principali. Questo gior- 
nale. Voi. IV, 1866. 
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Da queste ricavandosi A = K - , se si rammenta inoltre che nelle superficie 
gobbe delle normali principali si ha : K = -^ ^ , otteniamo facilmente : 

Se la linea di stringimento deve essere traiettoria ortogonale delle generatrici, 
nel qual caso appunto essa viene ad avere per binormali le generatrici della su- 
perficie, occorre che A sia una quantità costante; quindi la curva L' da cui si 
parte deve essere tale, che in tutti i suoi punti venga verificata la relazione se- 
guente : 



("' :-=4^,t] 



con a costante. 

Si conclude: 

a Le superficie gobbe di cui le generatrici sono le normali principali di una 
linea L' e contemporaneamente le binormali di un'altra linea L, sono quelle che 
vengono formale dalle normali principali delle curve L', in tutti i punti delle 
quali è verificala una relazione fra g e t della forma (10) ; ovvero quelle che 
vengono formate dalle binormali delle curve L in tulli i punti delle quali fra 
p e I è verificata una relazione della forma (9) ». 

Partendo da una di queste due categorie di curve (9), (10), è facilissimo de- 
terminare Taltra , poiché i segmenti delle generatrici , da esse compresi , hanno 
una lunghezza costantemente eguale alla costante a, che comparisce nelle prece- 
denti relazioni (9), ((0). Considerando il sistema di due curve fra loro corrispon- 
denti (9), (10) e facendole muovere nello spazio in modo che non venga cambiata 
la loro posizione relativa, ciascuna di esse descrive una superficie ; in tutti i mo- 
vimenti in cui la curva (9) si mantiene assintotica sulla superficie generata, la 
curva (10) rimane geodetica sulla propria superficie ; e viceversa. 

Per dare un esempio come si possa da una curva precedentemente conside- 
rcita, dedurre la sua corrispondente, determiniamo le linee le cui normali prin- 
cipali sono le binormali di un'elica. 

Bisogna evidentemente determinare le eliche per le quali è soddisfatta la (9); 
osservando che nel nostro caso - = m con m costante, la relazione (9) diventa : 



ds-^-am / "" > , = , 
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dalla quale, con facili ealcoli, si ricava : 



P 






—Znu 



ce -or 



con e costante arbitraria. Ora è facile vedere che, quando in un'elica il rapporto 

T 1 

costante - è eguale ad m, e la curvatura - è una determinata funzione H de 1- 

rarco 8 della linea, con una scelta conveniente d'assi le coordinate de' suoi punti 
possono acquistare le seguenti espressioni in funzione delFarco s : 



5 = 



m 



=[cos [k+^^^IeOs] ds+p; 



1 = 



VH-iS 



-/sen[R + ^^iÌ^fHdslds+5 ; C = 



VH-w? 



+ r 



dove fc , p , 9 , r sono delle costanti. 

Applicando questa osservazione al caso nostro, avremo che le coordinate dei 
punti delle eliche che si cercano si esprimono in funzione dell* arco s nel modo 
seguente : 

5 = ^^ fcos |k + >/T+ni* ( ( ce"^- aM"*-(fsl ds + p 
n = -j===jsen [r 4- >/l+m«|(ce"«" - o^V^-ds] ds + fl 



f= ^ , 4-r. 



Giunti a questo punto, non vi è più alcuna difficoltà a condurre a termine il 
problema ; le curve che si ottengono hanno le normali principali inclinate a una 
retta fissa di un angolo costante, quindi sono delle geodetiche di elicoidi svilup- 
pabili. 

§ 18. Al § 12 ci siamo occupati delle superficie gobbe in cui le linee assin- 
totiche sono equidistanti fra loro e dalla linea di stringimento; ora esamineremo 
quelle superficie gobbe nelle quali le linee assiniotiche sono equidislanli fra loro 
ma non dalla linea di slringimenlo. 

VOL. XXIII. 41 
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L'equazione delle assintotiche (V. § 12): 

2R-dR + RdR±Ki:' = w'(l+K*R*) 

deve, nel nostro caso, essere identicamente soddisfatta quando al posto di R si 
sostituisca R + a, essendo a una costante reale qualunque. Facendo tale sostitu- 
zione nella precedente, si ottiene : 

2R.dR + RdR±Rii' + adE:=a)'(l+R*R*) + aR»w'(a + 2R) 

la quale, in causa della precedente, si riduce semplicemente alla seguente : 

aR*co'(a + 2R)=a(fR 
che si può scrivere : 

aRV + 2RVR-dR = 0. 

Perchè questa sia soddisfatta da qualunque valore di a, occorre che si abbia : 

co' = , R = costante 

e quindi a le superficie domandale sono quelle a piano direttore , in cui il pa- 
rametro di distribuzione dei piani tangenti è una costante ». 

Coi risultati ottenuti nei § precedenti, siamo in grado di dare una generazione 
semplice di queste superficie ; infatti le generatrici delle superficie gobbe a piano 
direttore sono tangenti lungo la linea di stringimento a un cilindro normale a questo 
piano (§ 8) , e le proiezioni delle generatrici sopra il piano di una sezione retta 
inviluppano tale sezione : se dunque chiamiamo ds' V arco elementare di questa 
curva piana, e />' il suo raggio di curvatura, avremo : 

ds= r , Tc = seni-d8 = tangi-d8' , w = — r- 

COSI ' P 

avendo indicato con i F inclinazione della linea di stringimento L sulle generatrici 
della superficie. 

Dalle precedenti si ha : 

-=- = ,'tangt 

e siccome nel nostro caso R - costante - a , avremo: 

cotg i = a/. 



Digitized by 



Google 



)( 323 )( 

Dunque 

a Per ottenere le superficie gobbe nelle quali le assiniotiche sono equidistanti 
fra loro, ma non dalla linea di slringimentOy sopra un cilindro arbitrario si 
descriva una curva L (ale, che la tangente della sua inclinazione sulle genera- 
trici sia proporzionale al raggio di curvatura della sezione retta del cilindro. 
Per i punii di L si conducano delle rette tangenti al cilindro e parallele al piano 
di una sua sezione retta ». 

Se il cilindro è circolare, la linea di stringimento L è una sua elica. 

§ 19. Le superficie gobbe delle normali principali delle geodetiche di su- 
perficie di rivoluzione sono le sole superficie le cui generatrici incontrano una retta 
fissa ed inoltre sono le normali principali di una linea. Così pure è facile vedere 
che, fra le superficie gobbe delle bìnormali, quelle che ammettono una direttrice 
rettilinea hanno per generatrici le binormalì di assintotiche di superficie di rivo- 
lozione. 

La ricerca quindi delle superficie gobbe delle binormali che hanno una diret- 
trice rettilinea è ridotta a quella delle curve che, ruotando attorno a un asse, ri- 
mangono assintotiche della superficie generata. 

Sia L una linea , i cui punti abbiano per coordinate le quantità x^y jZ che 
supporremo espresse in funzione di una variabile indipendente qualunque t^; se $ 
è Tarco di L, contato da un* origine arbitraria, avremo : 



ecc. 



e per conseguenza i coseni degli angoli S , y] , C che la binormale ad L in un punto 
qualunque fa cogli assi, sono dati nel modo seguente: 

cosE = /^^ ^ - ^ ^^ = P (^ d^_dz_ d^\ 
^ ^Vcte (te* ds d8*J /d^yKdu du* du duy 

\duJ 

cos>j-.p^^ (te* ds ds*/ /ds^y \di* du^ du duv 

/dx dhf dy d*a?\ p /dx dhj dy d'a?\ 

^®8^-PV(i8 (faz ds ds*/ /dxyVdu du^^'dtt duV* 

\du) 



dx 
dx du 


d*x ds dee dH 
d*x du^ du du du^ 


ds dT 
du 


ds* /ds Y 
\du) 
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Le equazioni della binormale di L nel punto generico (05 , t/ , s), qualora si 
indichino con X , Y , Z le coordinate correnti, saranno : 

X-Qg Y-y ^ Z-g 

dy d^z dz dhj "" dz d^x dx d^z ~" dx d^ dy d}x' 
da du"^ " du dv^ du dil^ " du du* 5u du^ dv» du* 

La condizione che la retta rappresentata da queste equazioni incontri M asse 
delle z è la seguente : 

( dz d^x ^ dx d}z\ _ fdy^ d*z dz^ (Py\ _ ^ 
\du du^'' du dwV ^ \du dv?'^ du du*/ " 

la quale si può scrivere : 



dz 
dir 



/ d*x d*y\ d^z ( dx ^ dy\ . 
V^diIi + ^dJ)-d^(^d^^^dir)=<>- 



Indicando per semplicità le derivate rapporto ad u con accenti. Tultima equazìo- 
nC) con una prima integrazione, offre : 






z' = aé ""^^^^ (a = costo. 

Moltiplicando ambi i membri di questa per du ed integrando, si ha : 



= «j 



) XX' -^yy' ^^^^^ (6 = cost.) 



e quindi potremo dire che le curve, le quali ruotando attorno all'asse delle z ge- 
nerano una superficie sulla quale le linee stesse sono assintotiche in tutte le loro 
posizioni, hanno per coordinate dei loro punti le quantità x^y^z date dalle seguenti 
equazioni : 

du 



/ i UU'+U.U ' ' 
; = a f e * * 



• du + 5 
dove U e Ui , sono due funzioni arbitrarie della variabile indipendente qualunque 



Digitized by 



Google 



)( 325 )( 

li. Le superQcie gobbe domandate sono quelle generate dalle binormali delle linee 
ora determinate. 

Indicando con B una funzione arbitraria di u, le precedenti sì possono sem- 
pre mettere sotto la forma : 



u , js = a I e 



5a« 



a? = Rcosu , j/ = Rsenu , js = a le -du + b 

dalle quali si deduce che quando R = me^^, si ha : 

u 

e viceversa. 

Dunque « Quando urCassintotica di una superficie di rivoluzione si profella 
sul piano delV equatore in una spirale logarilmica , le altezze dei punii della 
curva sono i raggi vettori di una nuova spirale logarilmica; e viceversa ». 

Osservando che le curve che hanno le binormali inclinate a una retta Ossa 
di un angolo costante sono solamente le eliche cilindriche, e che non esiste nes- 
suna elica le cui binormali incontrino tutte quante una stessa retta parallela alle 
generatrici del cilindro che la contiene, si potrà dire: « La direllrice rellilinea 
delle superficie gobbe delle binormali determinale in questo § non può mai es- 
sere la linea di stringimento delle medesime ». 

§ 20. — Il signor P. Serret nel capitolo VP della sua « Théorie des lignes 
à doublé courbure » pone , senza risolverla , la questione se esistano delle linee 
le cui normali principali incontrino due rette fisse non situate nello stesso piano. 
La quistione in discorso si può anche enunciare sotto le altre forme : 

(( Vi sono superfìcie di rivoluzione , langenli fra loro lungo una geodetica 
oomune^ e aventi per assi due rette non situate nello stesso piano? 

« Vi sono superficie gobbe delle normali principali che abbiano due diret- 
trici rettilinee situale in piani diversi? » 

Mostrerò in questo § che la risposta da darsi alle fatte domande è afferma- 
tiva , e troverò effettivamente le linee le cui normali principali incontrano due rette 
non situate nello stesso piano. 

Quando i punti di una curva L hanno per coordinate le quantità x , y , z , 
che si supporranno espresse per Y arco s , la condizione necessaria e sufficiente 
onde questa curva nella sua rotazione intorno all'asse delle z sia, nelle sue varie 
posizioni, geodetica sulla superficie di rotazione generata, è la seguente : (y. mia 
nota^ citala al § 5). 

dy dx 
0? -r^ - ty -3— = cost. 
ds ^ ds 
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Se Tasse attorno a cui si fa ruotare la curva è una retta uscente dairorigine 
e facente cogli assi degli angoli i cui coseni sono a , 6 ^ e , la condizione prece- 
dente diviene : 

( Az dy\ / dx dz\ . / dy dx\ 

Ciò posto , si prendano due sistemi di assi rettangolari o {x, y, 2), 0^ {x^ ^ 
t/i , z^ colla condizione che ox , o,sc, coincidano, e che oy, o^y^ e 02, o^z^ siano 
paralleli ; fra le coordinate a?, y, z di un punto dello spazio , e le coordinate x^ 
y^ , z, del medesimo sussistono le relazioni : 

avendo fatto h — 00^ .- Per o, conduciamo una retta 0{r normale ad 00 , e chia- 
miamo 6, e i coseni degli angoli che essa forma cogli assi o^y^ , o^z^ ; se la curva 
L tanto nella rotazione attorno oz, quanto nell* altra attorno 0{r rimane geodetica 
sulle superficie generate, dovremo avere: 

dy dx . ( dXi dizA . / cfy, (fj?A ^^. 

le quali, in forza delle precedenti divengono: 

dv dx 
X:r-^y:r- =cost. , 
ds ^ ds , 

/ dx dz\ . , / dy dx\ ^ ,. dz ,^dy ^^ . 

Il secondo termine della seconda relazione essendo, in forza della prima, co- 
stante , si potrà unire alla costante del secondo membro ; facendo per semplicità 
6h = m , - ho = n , ed indicando con (a, p, t) » (5, >J, /) {\ l*» v) , i coseni degli 
angoli fatti cogli assi coordinati dalla tangente , dalla normale principale e dalla 
binormale della curva ruotante L, avremo che le funzioni oc, y, z di s devono sod- 
disfare alle due condizioni seguenti : 

6z a + np + (wi - 6a?) Tf = p , i/a - oc p = g 

essendo p e g due costanti arbitrarie. 

Integreremo queste equazioni col metodo seguito dal signor J. N. Hazzi- 
dakis (•), per i sistemi d'equazioni differenziali di quella forma. 



(•) Journal ftir die reine und angewandte Mathematik — Bd. 95-1883. 
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Derivando le precedenti rapporto ad s , ed indicando con <f e ^ due funzioni 
conyenienti di s, potremo scrivere le 3 seguenti coppie di equazioni : 

62-5 + nij + (m — bJB) 5 = , j/5-a(j)j = 

(11) 62*a 4- np + [m- òflc) Y = p , j/a — xp = q 
62r*X 4- nji+ (m - òac) v=9 , yX — a5jA = 4» 

daUe quali si ricala : 

5z = pa + «pX , yz=:qa+^\ 

(12) n =pP + <p|a , -a5 = qP + 4*|A 

m - òa; = p'Y + ?^ > = qry + 4*^ 

Queste, risolute rapporto ai 9 coseni (aiendo inoltre riguardo alle relazioni 
che legano questi stessi coseni danno : 

(13) j^^ -fcz-g+ì/p -n7-fl?p ^^ -qCm-ba?) 

^ p4;-qtp * '^"" p4^-q<p ' " p^-qff 

<P* = 6*2* +n'^'\' {m- bx)^ - p* 
(U) +* = !/* + a«-g* 

<f>4^= bz-y - fW7 - P9 
Ora dalle (13) si ha: 

dy _p_ n<j;ha?y dz __ -y _ (ffl-ftx)<p 

^ -^ dx ""à""62-4'-y<p ' dx" ól" bZ'^-ytf ^ 

Se poi ricordiamo le formolo di Serret, e applichiamo la derivazione alle (11) 

otteniamo : 

ds 
dy = 6 (X-^ - va) ds + — (6z • 5 + nij + (m — bx) 

ds 
d«p = (px - a|x)d« + — (1/5 - a;)]) 
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avendo indicato , come al solito , con t il raggio di torsione di L ; queste , appli- 
cando le (11) e notando che : X^ - va = - ij , pX - a|jL = C , divengono : 

e quindi avremo : 

(\K'\ d^_ C__^X£+n^ d<p _ bri _ by(m-bx) 

^ ^ doc "" a " 6z • ^ - 2/9 ' li^ " a *~ 6;2 • ^ — j/tp ' 

Indicando con D il denominatore dei secondi /nembri delle (IS), (15') , si 
ricava : 

D^^-^ = n(^^ + 2/) + aj(6z + (p) 

D.^-^ = 6(m-6x)(y-4.) 
dalle quali : 

dx <^ + y (^+y)(<f-bz) 

(16) 

j^ dlogiytz) y-± y^-^* 

dx ^ ^(f-bz ^ {^ + y){<f-bz) 

Ora è facile vedere che le quantità : D, 9* — ò*2r* , y^ - ^* , (4* + y) (<P — bz) 
si esprimono tutte per la sola ce. 
Infatti avendosi: 

D« = (62 . «1* - y?)* = (62 • 1/ - <p(p)* - ((?« - 6»z*) (^t* - j/«) 

se si fa uso delle (14), si deduce subito : 



D = V (P^ + ng)* -1- (9* - a?*) (m - 6a?)* 
Le (14) stesse poi, offrono : 

<P* - 6*2* =:^'n} -p^ + itn-- bxf 

y* — ^j;» = ^2 — X*. 

D'altronde essendo: 

(2/ + «t) (<p - 62) = - (ft2-<l/ - 92/) + (<p4/ - bzy) - D +(94/ - 62:2/). 
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se facciamo uso del valore già detertninato di D e della terza delle (U), si ha : 

(y + ^){f - 62) = - [nx + pg + V(px -f- ng)* + (q* - co^) (m — fcflc)' J 

Sostituendo questi Talorl nelle (16), e ponendo per semplicità : 

( na5+pq+V0>^+»9)*+(g*-aj*)(»»-6a5)») "^ ' 

b(Tn — ba})(q* — i 



W = 

na!+pq+ V(px+ng)* 

abbiamo : 



(q* X*) j(pxfn(/)»+(q»-a;*)(m-6fl?)4 * 

4(q*-iB»)(m-6a;)* ^ ' 



(17) ì/ + 4' = Ae^''*" , <f-bz = Bj'^^ 

con A e B costanti arbitrarie. 

Facendo uso delle (14), deduciamo : 

^ ^ 4^ + 1/ A 

(170 

Col sussidio delle (17), (11') si ricava finalmente: 

2 5r = n*-p* + (m-ba;)« -ÌWdx _ gg-JWia? 
B 

colle quali relazioni vengono completamente individuate quelle curve le cui nor- 
mali principali incontrano due rette fisse (F asse delle z e la retta OiV). 

Abbiamo dunque in tal modo risposto aflermativamente alle domande poste al 
principio di questo § , e per conseguenza si può asserire che vi sono coppie di 
superficie di rotazione, i cui assi non slncontrano, e che si toccano lungo una loro 
geodetica comune ; e sarebbe facile determinare le rispettive equazioni. 
voL. XXIII. 42 
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§ 21. — Nel terminare questo scritto, espongo un metodo oltremodo semplice 
per determinare le superficie che in tutta la loro estensione sono egualmente il- 
luminate da un punto luminoso. 

Se è il punto luminoso, p la lunghezza dei raggi vettori che da o vanno ai 
punti della superficie ed (d 1* angolo che questi raggi vettori fanno colla normale 
alla superficie, Tintensità della luce in un punto qualunque della superficie è data 
dalla formola : 

I = -r cos w 

essendo a una costante conveniente, Ora immaginiamo una serie di sfere col cen- 
tro in , le quali determineranno sulla superficie una serie di linee sferiche L ; 
presa una qualnnque L^- di queste linee , lungo la medesima abbiamo p = cost. , 
quindi se I deve essere una costante , occorre che sia co = cost. Dunque le gene- 
ratrici del cono che da o proietta L^ fanno un angolo costante colle normali alla 
superficie lungo L^, e per conseguenza tali normali costituiscono una sviluppabile, 
cioè L^ è una linea di curvatura. 

Le superficie che si cercano hanno quindi un sistema di linee di curvatura po- 
ste su sfere tutte col centro nel punto luminoso o ; perciò , per un noto teorema 
del signor Pie art (•), le linee di curvatura dell'altro sistema saranno geodetiche 
e situate in piani passanti per o. Conseguentemente (**) le superficie domandate 
si potranno generare con una curva piana conveniente, invariabile di forma, il cui 
piano si fa rotolare, senza strisciamento, sopra un cono di vertice o. 

Per determinare la curva piana generatrice , si osservi che essa in ogni sua 
posizione è geodetica della superficie ed inoltre è posta in piani che passano per 
; quindi basterà trovare a le linee piane che sono egualmente illuminale da un 
punto luminoso posto nel loro piano ». 

Se 0) , 2/ sono le coordinate dei punti della curva incognita, espresse in fun- 
zione della variabile indipendente qualunque ti, e se si indica con n la normale e 
con p la lunghezza dei raggi vettori, avremo : 

A y^ A 0? 

cos (nx) = — — ^ , cos(pa?) = -- 

Vcc'^-ft/'* P 

A 0?' ,^ V 

cos (711/)= - - , cos(p2/)=^ 



(•) Comptes rendus de TA. des sciences 1858 pag. 357. 
(••) Bertrand. Calcul différentiel § 700. 
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e quindi il coseno delF angolo (o fatto da n e p avrà per espressione : 

, ^ x'v — aw/' 
cosca = cos(np) = ■ ^ ^ • • 

P V^'* + y'* 

Sostituendo neUa formola che dà I , airemo per equazione differenziale della 
cuna : 

p'Vx**f sf* 

con K costante. 

Se poniamo: x = pcos6 , y=:gsm^, e prendiamo per indipendente, la 
precedente diviene : 

1 



P 



MW 



= R 



dalia quale si ricava : 



e coir integrazione : 






Rp*=sen[2(0-h)l 

essendo Ala costante arbitraria deir integrazione. Con un conveniente spostamento 
rotatorio deir asse polare, possiamo rendere A = t ; se inoltre passiamo allora alle 
coordinate cartesiane, otteniamo per equazione della curva: 

la quale ci mostra che la linea piana che si cercava è una lemniscata di Ber- 
Douilly col punto doppio nel centro luminoso. 

Si può quindi enunciare il seguente teorema : 

« Le superficie che sono egualmenle illuminale in lulta la loro eslensione da 
un punto luminoso, sono {oltre il piano e la sfera) quelle che vengono generate 
da una lemniscata di Bernouilly» invariabile di forma^ il cui piano è soggetto 
a uno di questi due movimenti : 

a) rotazione attorno a un asse posto nel piano della curva e passante pel 
suo centro. 

b) rotolamento, senza stnsciamentOy sopra un cono arbitrario^ il cui vertice 
sia nel centro dHla curva. 

Il punto luminoso deve risiedere in questo medesimo centro ». 

Reggio-Calabria, B. Istituto tecnico, novembre 1884. 
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STJXjZjE B'TJlsrZIOlTI DI IFOIÒZ-A. 

NOTA 

DI 

ALFONSO DEL RE 

alunno della R. Scuola Normale Superiore di Napoli. 



Una maniera di investigare dei casi in cui un sistema di forze ammette una 
funzione, è quella (piuttostoehè partire dalla espressione elementare del lavoro 
delle forze) di imporre alle forze insieme a detcrminati vincoli la condizione di am- 
mettere una funzione e di calcolarne , in questa ipotesi, V espressione generale in 
termini delle coordinate dei punti del sistema ; perchè , ottenuta questa funzione, 
le derivate di essa, rispetto alle coordinate dei punti del sistema medesimo ci fa- 
ranno conoscere la natura delle forze, e ci renderanno possibile la enunciazione dei 
casi in parola. Evidentemente secondo che la natura dei vincoli imposti alle forze 
è compatibile o pur no colla condizione d' ammettere una funzione, la funzione di 
forza esisterà o pur no, ed il suo calcolo dipenderà ulteriormente dalla integrazione 
di una o di un sistema di equazioni alle derivate parziali di prira' ordine : quistio- 
ne difficile nello stato attuale della scienza , ed intorno a cui non si sa dare 
una risposta completa che in casi molto particolari. Nella presente nota , impo- 
nendo alle forze i vincoli più semplici, quali sono quelli che le coordinate del si- 
stema da esse costituito soddisfino ad una o ad un sistema di equazioni lineari 
omogenee, calcolo T espressione generale della funzione, nel caso di una sola equa- 
zione , e nel caso di più equazioni mi limito a dare delle condizioni verificandosi 
le quali ha luogo l'esistenza di una funzione. 

1. Sia S un sistema di n punti M, , M, , ... , M„ di coordinate x, t/, 2, , x^ 
Vt z^ j ..* , Xn Vu ^n rispetto ad una terna di assi ortogonali OX, OY , OZ , solle- 
citato da un sistema di n forze F| , F^ , ... , F„ rispettivamente applicate nei punti 
Mi > M2 , ... , M,j . 

Siano X,. , T,. , Z,. le componenti parallele ai tre assi di una forza generica F^ ' 
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e poniamo: 



; (1) 



M, = £(yA-2j,) , M« = !(;5,X,-ajA) , M, = S (aj, - i/,X^) 



noi avremo nelle sei quantità (1) le coordinate del sistema di fòrze o della diname 
equivalente. 

Se il sistema S è composto di punti rigidamente uniti fra loro, questa dinamo 
sostituisce completamente il sistema nelle conseguenze che debbono aver luogo re- 
lativamente al moto, mentre non è cosi se S è qualunque. Questa circostanza però 
non ci preoccupa non avendo noi di mira il moto di S. Supponiamo che le forze 
sieno tali che le coordinate (I) per ogni posizione di S soddisfino ad un sistema 
di 6 — n equazioni lineari ed omogenee, della forma 

Da + E6 + Fc + Ad + Be + C/" = 

D.a + E^ò + F^c + A.d f BjC + 0,/*= \ , (2) 



dove D,E, ... ; D, ,E| , ... ; ... sono dei coefficienti costanti. Allora se le forze 
ammettono una funzione, indicando questa con U, dovrà essere : 






(3) 



e quindi : 
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ovvero 



S (l>+ìiZr-Cyr) ^ + KE+Ca^r-kz,) |^^ + Z(F+Ay,-Bz,) g = 



le quali si sono ottenute dalle (2) facendo per le a, b, e, d, e, f le sostituzioni (3). 
Ora le equazioni (2) essendo quelle di un assolda (•) dell' n™<> ordine, noi abbiamo 
intanto, guardando le (4), questo primo risultato : 

Quando un sistema di forze applicalo ai punii di un sistema qualunque è 
riducibile in ogni istante ad una diname intorno ad un asse di un determinalo 
assoide dell'ordine n, se ammette una funzione questa soddisfa alle 6 — n equa- 
zioni alle derivate parziali (4). 

b) Cominciamo dal caso in cui l'assoide è del quint'ordinò. Allora avremo da 
soddisfare ad una sola delle equazioni (4) , per esempio , alla prima. Costruiamo 
le note equazioni Lagrangiane por la determinazione della U ; avremo il si> 
sterna : 



(toi dcBf 


_ dx. 


D+Bi!,-Cy, " D+Bz,-Cy, " ' * ' 


D+B3„-Cy„' 


dVi _ dyt 


dy» 


E+CXi-AZi E+Ca,-Az, 


■ ■ • E+Cx^-kZn 


dz, _ dzt 


dz. 


~ F+Ai/»-Ba5, " F+Ay,-BiB, 


F+Ay„-Bx,- 



(*) La denominazione di assoide all^ihsieme delle dìnami risaltanti dai sistemi di 
forze, le coi coordinate soddisfanno ad una o a più equazioni lineari ed omogenee, è 
stata sostituita dal Prof. Padelletti all'altra scretff'Complexes introdotta dal Ball. 
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Indicando con f, , m^ , n, ; Iz^m^.n^ ; ... ; l„ , m,j , ?t,, n terne di coeffi- 
cienti arbitrarli, e con a^ , a, , . . . , a„ ; p, . p^ , ••• > P» ; Yi » Ti » • • • » T» a^ri 
3n coefficienti puro arbitrarii, ad n equazioni del sistema precedente possono so- 
stituirsi le n seguenti : 



I, (te| + m, dy, + ti, dz^ 






lndx^ + rn^dy^ + n^dz„ 



. 2 g^dagy + 2: g^ dy^ f £ 7^ dz^ 



D2a,4-EIp,+F2T,-2{Y,B-p,C)aJ,-2(TrA-a,C) y,-2:{a,B-p,A)z, 



(5) 



Se ora si pone ; 



m^C - n^B = lyfc 



r equazione cubica in k : 





fc 


-C B 




C 


k -A 




-B 


A fc 


fornirà per k i valori : 




fc = , & = ìVa«+B' 


+C» , 


/t = -iVA» 



= 



(6) 



(i=V-l). 



Vedi a tal proposito: Padelletti — Osservazioni sulla teoria delle dinami (Band, 
acc. di Napoli, fase. 2"* , febbraio 1882. Ball. — Theoriea of screws. — A study in 
the dynamics of a rigid lody. Dublin 1876. 
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ciascuno dei quali sostituito nelle equazioni (6) ci farà avere dei valori dì lj.jmrynr 
(uno di questi coefficienti è arbitrario) per i quali, il numeratore della espressione 

è il differenziale esatto del denominatore diviso per k, cioè pel quale questa espres- 
sione è il differenziale del logaritmo del denominatore diviso per k. Siccome per 
tutti gli indici r, da r=:^l ad r = n si hanno delle posizioni analoghe alle (6) e 
quindi per ogni valore dell'indice r i medesimi valori 

fc = , & = i VA*+BHC* , fc = -iVÀ*+BHC* 

per hj cosi la determinazione delle l, m, n per rendere differenziali esatti i primi 
membri delle equazioni (5), può essere fatta in tutte alla stessa guisa. 

Similmente, ponendo : 



T,B-p.C = a,& 


a^C- 


■T.A = p,fc 


p,A-a,B = if,fc 


TiB-PiC = a,& 


OjC- 


-T,A = p,fc 


p,A-a,B = T,ft 


TnB - P«0 = ajc 


• » 


• • ■ • 


p«A-a,B=lf»& 


Y equazione di ordine 3n in ft : 








k 


-C B 


n 




C 


k -A 






-B 


A ft 





a) 



(8) 



risultante dalla eliminazione delle a, g, y dalle (7), fornisce i valori jii k ciascuno 
pei quali fa pigliare per le (1) alle 3n quantità a, g, ^ (una di queste essendo ar- 
bitraria) tali valori da rendere l'ultimo membro delle (5) differenziale esatto. I va- 
lori di k forniti dalla (8) non sono però tutti distinti fra loro, essi sono : 

n eguali a 



n 



n 



a iVA* + B«+C» 

a -f >/A» + B* + C* 
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e) Pel Yalore fc = si possono prendere evidentemente : 

*i = li = — =I|» =«4 = 0^= ... = a^ = Ae 

fii,=m,= ... =in»= Pi = Pt = ... = Pn = BO 

n, = n,= ... =n, = Tfi =Xi= ••• =Tii = CO 

dove è una quantità arbitraria, ed allora le n equazioni (S) si riducono alle n 
seguenti : 

n(A(ia?,. + Bdi/, + Cdz^) = A2ctey + B2d2/,. + C2dz^ (r= 1 .2, ... ,n) 

di cui gV integrali sono : 

n(Aa?, + By,+ Cj2^)-(A2aj,4-B2y,+ CZ5;,) = oV (r= 1 , 2 , ... .n) 

ovvero : 

A Kn-l)x,-aJt-...-xJ+B{(n-l)yi-y,-...--j/J+C[(n-l)j24--Zt--.,.-z,}=o/ 

AtKn~l)aj,--Xt-...-a5i,|+Bj(ri-l)yt-y,-...-y^}+Cl(n-l);5,-;5,-...-2„ 

(I) 



A |(n-l)aj,,-aj|-.. .-a5^.4l+Bl(ri-l)2/,-^4-...-l/».t| +C{(n-l);5a-24-. 



d) Pel valore fc = i VA^+B*+G^, si possono poi pigliare, colla soluzione delle 
equazioni (6) e (1) 

I 1 I AC-iBB. 

•i = «1 = • • • = *• = «1 = «1 = • • • = «n = Qt_j^t ® 

o o o BC + tAR^ 

m. = m, = ... = m« = p, = p» = ... = P,=-^^^— — 6 

dove à una quantità arbitraria, e dove è : 

b=Va* + b* + c«. 

voL. xxni. 43 



Digitized by 



Google 



K 338 )( 
Chiamando X , |a , v questi tre valori, le equazioni (S) possono scriversi : 

IdXt+y.dyi+wdz, XJ:dx^+v.Zdy^+y»i:dz ^ 

\dx^+v.dy^+vdz^ XS(fav+|iSdj/,+vi:rfZf 



X(to,-H)tdi/,+vdZn X Sda?,+tiii:dy,+vIct2, 

.^ (^^-±:!l-Xa?.-piy,-v2„) tR (^(XD+KiE+vF)-XSa?,-jx2y,-v2z,) 

di cui le equazioni integrali sono, facendo astrazione dal fattore t'R comune ai de- 
nominatori di ambo i membri : 

, rXD+;xE+vF . i , rn(XD+|JiE+vF) ,_ „ _. 1 

**^«' L — ìr ^i-i*yi-v«iJ-Jogc) [- — ^ xsaj,-ia:i/,-viz,J = o, 

ovvero , cangiando le diCTerenze dei logaritmi nei logaritmi dei quozienti , e po- 
nendo : 






*« = o." . e"»=o." e » = a."; 



XP + nE + vF - tR(Xg, + yyi + vz,) _ ^ „ 
n(XD + piE f vF) - m(klasr + piXi/, + vSz,) ' 

XP + nE + vF - tR(Xoe,, + [t j/t + vz^) _ ^ „ 
n(XP + ijlE + vF) - iR(X£a?, + yiZy, + viz,) * l ai) 



XP + ijlE + vF - tRCXaCa + »ti/, + vz,) ^^ „ 
n(XP + |JiE + vF) - tRCXIa, + [iSi/, + vlz,) * / 
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e) Pel valore ft = - 1 VA*+B«+C« = - <B, chiamando con X'iJi'v' i valori analo- 
ghi ai \, pi , V, si hanno dalle equazioni (5) gli altri n integrali seguenti, analoghi 
agli integrali (II) : 

VP + yfE + uT 4- xRjVx^ + \k'y^ + v^g^) _ ^, . 



n(X'D + H-'E + v'F) + iR(V2:aj^+ jjl'Sj/^ + v'Djs,) 
w(XT) + |ji'E + vT) + i^VlXr + [i/St/r + v'2js^) ~ 



(IH) 



n(X'P + ijl'E + VP) + iW^Xr + ix'Zy^ + v'Zz,) 



= 0* 



É facile il vedere che pigliando v =: v' , il che può sempre farsi » i valori di 
X' e pi' si esprimono linearmente nelle X e |jl, mediante le equazioni seguenti : 



,, A*-B% . 24B 



. f „- 



A*tB» 
2AB 



A* + B* 
, A*-B» 



A» + B» A» + B» 



Infatti per essere : 



AC-iBB _X 
C»-R» ~v 

AC + iBR V 
C»-R* "v 



BC+jARjA 
C»-R» ^7 

BC-iAB pi' 
C»-R» V 



(9) 



noi abbiamo sommando e sottraendo in colonna : 
2AC X + V 



SBC !JL + |jl' 



C*-R* V 
2tBB X-X' 



C»-R» 
dalle quali si ricava : 



C»-R» 

2 tAB 
C*-R»' 



. - 1/ 



A 
B 

B^ 
A 



X + X' 
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ovvero : 

BV-Api' = -BX + ApL 

AX' + B|Ji'= AX + B|ji 

e queste sono le equazioni che risolute conducono alle (9). 

f) Gli n integrali (I) come gli n integrali (II) e gli n integrali (III) si può 
facilmente vedere che non sono tutti indipendenti fra loro. 

Infatti, indicando con : 





*i' f V > ••• > "«' » prinoi 


membri delle (I) 


con 


»." . f." t»." , 


» delle (II) 


e con 


v"\,V\ V\ » 


» delle (HI) , 


con una somma si ha: 


»/ + »,' + ... + «,' = 
W + V + ... + »„" = 1 





g) Due altri integrali indipendenti delle equazioni Lagran giano del n® 1, 6), 
si possono ottenere paragonando ciò che diventano i secondi membri delle (S) pel 
valore A = 0, con ciò che diventano pei valori : 

ft = iR , & = -i R 
Si avrà allora : 

h) Gl'integrali (IV) con n-1 fra gl'integrali (I), n-1 fra gli integrali (II), 
n — 1 fra gì* integrali (III) formano il sistema completo dei 3n— 1 integrali indipen- 
denti delle equazioni (3) ; quindi chiamando con v^^ , t^^'^ i primi membri delle 
(IV) si ha per la funzione più generale U che soddisfa alla (3) : 

(a) U = 6(tJAv/,....v»-./ ; v,".v^",...,v^," ; v/"» Vv» Vn-i'" ; Vi^»i?*'^) 

dove 6 è caratteristica di funzione arbitraria delle t?', v", t?'", v^. 
i) Questo risultato ci permette di dire che : 
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Quando un sislema di forze varia per modo da ridarsi iti, ogni istante ad 
una dinante intomo ad un asse di un determinato assoide del quint ordine^ se 
ammette una funzione, V espressione più generale di questa è la (a). 

m) É da avvertire però che essendo immaginarii gì* integrali (II) , (III) , (lY) 
avremo sistemi reali di forze costruendo una funzione arbitraria reale delle sole 

<^i > «''i > • » «''«-i • 

n) Se il sistema dei punti M| jM^» ... > H^ è rigido, 1* espressione : 

(Da + E6 + Fc + Ad + Bc + C/) dt 

è quella del lavoro elementare delle forze rispetto ad una torsione di coordinate 
À, B, C, Dy E, F, quindi la condizione che sia in ogni istante : 

Da + EiB + Fc + Ad + Be + Cf = 

esprime che in ogni istante il lavoro elementare del sistema di forze rispetto ad 
una data torsione è nullo. Il teorema in /) può allora enunciarsi come segue: 

Quando un sistema di forze applicato ai punti di un sistema rigido è tale 
che in ogni istante il loro lavoro elementare rispetto ad una determinata torsione 
sia zero^ se le forze ammettono una funzione V espressione piit, generale di questa 
è la (a) 

2. Consideriamo ora il caso iu cui la dinamo risultante del sistema di forze 
varii in un assoide del quart* ordine ; allora non avremo che a considerare due 
equazioni come le seguenti : 

Z(D+Bz,-C2/,)|| T S(E+Cx,^Az,)|| + I(F+Ay,-Ba?,)^ = 

: (10) 

lih'+VZr'-C'yrf^^^ = 0. 

a) Se le A, B, C, D. E, P, A', B', C, D', E', F', sono delle quantità perfet- 
tamente arbitrarie, in generale 1* esistenza della funzione U non ha luogo , ma se 
fra quelle quantità corrono certe relazioni 1* esistenza della funzione U avrà luogo 
e si potrà calcolarla. — Per esempio fra le condizioni che rendono integrabile il 
sistema (10) vi sono quelle enunciate da Jacob i , le quali nel caso nostro assu- 
mono forma semplicissima, e conducono a dei risultati degni di nota. Posti i primi 
membri pelle (10) rispettivamente eguali ad A (u) , B (u) noi abbiamo dopo semplici 
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calcolazioni : 

B[A(u)]-AtB(u)] = 

= Ii(F'+AV,-B'a;,)B-(E'+C'a',-A%)C-(F+Ay,-Baj,)B'+(E+Cx,-Az,)C'} ||- + 
+ 2;i(D'+B'z,-C'y,)C-(F'+A'y -B'aj,)A-(D+B3,-Cy,)C'+(F+Ay,-Baj,)A'j ^ + 

♦• •'ffr 

+ S{(E'+C'a5,-A'z,)A-(D'+B'3,-C'i/,)B-(E+Ca;,- A2,)A'+(D+B»,-Ci/,)B'! ~ . 

r OZf 

quindi le condizioni in parola sono : 

(F'+AV,-B%)B-(E'+C'a;,-A'z,)C-(F+Ay,-Baj,)B'+(E+Caj,-A2,)C'=0 
(D'+B'5,-O'2/,)C-(F'+A'2/,-B'x,)A-(D+B5,-Ci/,]C'+(F+Ay,-Bx,)A'=0 

(E'+O'aj,-A'ì/,)A-(D'+B%-C'y,)B-(E+Caj,-Az,)A'+(D+Bz,-Cy,)B'=0 
(r = l,2,. ..,n) 
OTTCro : 

(A'B-AB')2/, + (A'0-AC'}Zr = (FB'-F'B) - (EC -E'C) 

- (A'B-AB')a?, + (B'O-BCO J^r = (DC- D'C) - (FA' -F'A) 

- (A'C-AC')a7, - (B'C-BC) y, = (EA'-E'A) - (DB' -D'B) ' ^"^ 
(r = 1 , 2 , . . . , n) 

Ora, osservando che il determinante di ciascuna tema di queste 3n equazio- 
ni, cioè: 

A'B - AB' A'C - AC 

- (A'B - AB') B'C - BC 

-(A'C -AC) -(B'C-BC) 

è identicamente nullo, si vedrà facilmente dalla teoria delle equazioni lineari che, 
che per essere in generale ac,. , y^ > 2, (r = 1, 2 , . . . , ) finiti, 1' unica condizione 
da tener conto è la seguente : 

[(FB'-F'B) - (EC-E'C)] (B'C--BC) + [(DC-D'C)-(FA'-F'A)] (CA-CA*) + 

+ [(FA'-F'A) - (DB'-D'B)] (A'B-AB') = (12) 
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b) Quando la condizione (12) è Teriflcata per essere : 

B'C-BC' = 0, A'B-AB' = 0, C'A-CA' = 

allora, per le equazioni (11), saranno pure: 

FB'-F'B = EC'-E'C 

DC'-D'C = FA'-F'A 

EA'-E'A = DB'-D'B 
epperò : 

A-A' : B-B' : C-C :: D - D' : E-E' : F-F 

d) Sottragghiamo l'una dall'altra le due equazioni dell* assoide del quart' or- 
dine ; avremo : 

(D-D')a + (E-E')ft + (F-F)c + (A-A')d+(B-B')e + (C-C')f=0 

ed introducendo le condizioni precedenti : 

fc[(A-A')a + (B-B')6 + (C-C')c] + (A-A')(i + (B-B')e + (C-C')r=0 (13) 

Ingruppando i risultati precedenti noi possiamo frattanto enunciare il teo- 
rema seguente : 

(Quando un sislema di forze varia per modo da ridursi in ogni istante ad 
una diname intorno ad un asse di un determinato assoide del quarf ordine , il 
sistema in generale non può ammettere una funzione ; ma se Vassoide è tale che 
per esso è soddisfatta la condizione (13) o più particolarmente c)ie per esso ne 
passi uno del quinC ordine che possa scriversi nella forma (13), dove k è un nu- 
mero arbitrario^ il sistema può ammettere una funzione, e il calcolo di questa di- 
penderà dalla integrazione delle due equazioni differenziali a cui conducono le 
equazioni délV assoide. 

e) Se il sistema S dei punti H| , H^ , ,.. , H. è un sistema rigido, il teorema 
precedente può essere messo sotto una forma più elegante. Infatti in questo caso 
le A, B, C, D, E, F, A', B', C\ D', E', F' possono considerarsi come le coordinate 
di due assi nel cilindroide che costituisce Fassoide reciproco dell'assoide dato, ep- 
però osservando che in tal caso : 

A - A' , B - B' , C - C , D- D' , E -E' , F - P' 

sono le coordinate di un altro asse del medesimo cilindroide, si può dire che : 
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Quando un sistema di forze applicalo ai punti 'di un sistema rigido varia 
per modo da ridursi in ogni istante ad una diname intorno ad un asse di un 
assoide del quarC ordine, se nelUassoide reciproco di questo vi sono dus as8^ lati 
che le differenze delle prime tre coordinate omonime siano proporzionali alia 
differenze delle seconde tre, il sistema di forze può ammettere una funzione, ed 
il calcolo di questa dipende dalla integrazione di due equazioni alle derivale 
parziali di primo ordine. 

3. Considerando il caso in cui la dinamo risultante del sistema di forze vari! 
in un assoide d* ordine n, le condizioni di esistenza della funzione U si ridurranno 
alle condizioni di integrabilità per un sistema di 6— n equazioni alle derivate par- 
ziali del primo ordine, e del tipo dell'equazione (3). 

Allora fra gli altri casi in cui è possibile r esistenza della U , ci sarà quello 
in cui saranno verificate le (6-n)2 condizioni analoghe alla (12), o più in parti- 
colare le (6 — n)j condizioni analoghe alla (13) , cioè quando i 6 -n assoldi de- 
quint' ordine che determinano Tassoide d'ordine n sono in tale posizione reciproca 
che per le intersezioni di essi due a due può sempre passare un assoide del quin- 
t' ordine che può scriversi nella forma (13). 

Napoli, Gennajo 1885. 
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LE FUNZIONI ALGEBRICHE STUDIATE GEOMETRICAMENTE. 
lsrOT.A. 

DI 

ORESTE TOGNOLI. 



{continuazione e fine vedi pag. 262) 

XL 

Sopra un metodo indiretto di- determinazione dei gruppi 
minimi Gq^^^ per un dato valore di 9. 

Se nella formola (§ VIII) : 

« = Q-(« + p-|ix(pL-3)-Q)(a + p-l-|lx(pi-3)-t)-6, 

si pone : 

[1= 3 , ( = p- l , e = , 

il minimo valore di Q, per un dato valore di 9, si ricaverà dairuguaglianza 

quindi posto : 

un tal valore di Q sarà espresso da 9 + /1, se r = 0, oppure da 9 + /i + l , se il 
numero intero r sarà diverso da zero. Ammesso ora che i gruppi Gq^^^ si possano 
separare sulla curva f per mezzo di curve aggiunte dcirordine n-3, e che in pari 
voL. xxiii. 44 
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tempo Q abbia il minimo valore, se sarà Q^ q i h, dovremo scegliere per q un 
valore, per il quale Tespressione -^^ rappresenti un numero intero < p— !. Do- 
vrà dunque essere ^<_p — 1. Se poi è Q = g + /i-f 1, si dovrà prendere per q' un 
valore, per il quale qp non risulti esattamente divisìbile per 9+ 1, e tale che la 
parte intera del quoziente -^^ sia ^p - 2. Sarà dunque 



^>^TT5rG4^4P-0- 



Ora osserviamo, che dati ad arbitrio q punti sulla curva /", ad essi corrispon- 
deranno a gruppi Gq^^^ (§ Vili), quindi se 6q , Lq sono due di questi gruppi , il 
gruppo GgQ , risultante dal complesso dei punti contenuti nei due gruppi Gq , Lq, 
apparterrà ad una serie oo«^ di gruppi 62Q. Dico ora che una tal serie di gruppi 
sì potrà ottenere sulla curva f mediante curve aggiunte dell'ordine n - 3. Infatti, 
se è Q = (Z + ft, affinchè ciò abbia luogo converrà che sia (§ IV): 

3^>^2<? + 2/i-(p-1), 

ovvero : 

(Z>^2/i-(p-l), 

e poiché si ricava dì qui 2h<_q 4- p - 1, basterà prendere q<^p — 1 , perchè ri- 
sulti (come dev'essere) /i_<p— 1. Dunque, essendo h e q non minori di p - 1 , 

i gruppi G.Q^^'^ si potranno separare nel suddetto modo sulla curva f, seraprechè 
fra i valori di q, da cui derivano quelli dì /i, si considerino solo quelli pei quali 
la relazione g_>2/i — (p- 1) è soddisfatta. In secondo luogo sia Q = (? + /i + 1 , 

perchè si possa ottenere la voluta separazione dei gruppi GgQ^^'^ sulla curva f, do- 
vrà adesso aversi : 

3q>2q + 2h-p + 3 , 

ovvero : 

q>_2li ~ p + 3. 

Ma si ha in questo caso /i=p-2-X; dunque bisognerà che sia: 

a^p-2X-l. 

Il problema è dunque risolvibile nel modo voluto, se q non è minore del più 
grande dei numeri p - 2X - 1 , -^^ . 
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Ritenuto pertanto che q sia stato scelto in guisa da soddisfare alle condizioni 
dichiarate nei due casi esaminati di sopra, da un gruppo Ggg^*^) si dedurrà (§ V) 
un gruppo Gs(p_^_ft.o^'"**^'''*^ se Q = g + ft; e un gruppo G,(p.,_;,.,)<'-*'»+''-3), se 
Q = (?4-/i+ 1. Ad Of^ni paio di gruppi Gq<^^ Lq<^\ che corrispondono a due radici 
di quella equazione dell' a"»® grado, della quale fu fatto cenno nel § Vili, appar- 
terrà cosi un unico gruppo G2(p_^«ft_4)<^"**"^P""*), o G^(p_^^A-l)^'"*'^"*"''~'^ secondochè 
sarà (i-q-\-h op; ure Q = g + /i+ 1. Associando ora aduno degli a gruppi Gq^^^ 
ciascuno degli a— 1 rimanenti, si otterranno in questo modo, dal considerato 
gruppo Gq^^), a-1 gruppi G,(p„,.,.,/^-*'^-P-^) o G,(,^,.,.,)'^^-«*-p-»). 

Il gruppo Gq^^) e uno dei gruppi G,(p_,.,,^o^^"*'"''"'^ (o G,,p_^_A_,)^'-*^^''-^)), 
che da esso derivano, sono evidentemente composti di punti , che giacciono tutti 
sopra una medesima curva aggiunta dell'ordine n — 3 di una serie oo^ di tali cur- 
ve ; ed è facile vedere che le curve di questa serie condurranno alla determina- 
zione di tutti i gruppi G,(p„,.^.,)(9-*'^+P-^) (0 G,(p_^_A.a)<^-^''+^'»)), che si otten- 
gono sempre da quel gruppo Gq^^^ 

II problema che concerne la determinazione degh a gruppi minimi Gq^^^ che 
corrispondono a q punti arbitrariamente dati sulla curva /", si può cosi ridurre a 
quello che riguarda la determinazione degli a — 1 gruppi G%{p-q^k-\)^^~'^^^^'^^ (o 
Gt{p^^h-i)^^^^^^^'^^)i che si ottengono da ogni singolo di quei gruppi Gq^^\ come 
il secondo di questi due problemi può ridursi al primo. Una tale riduzione del 
primo problema al secondo può talora offrire dei vantaggi per la risoluzione del 
primo, e allora si avrà un metodo utile, sebbene indiretto , per la risoluzione di 
questo problema. 

Ora si osservi, che il problema che riguarda i gruppi G2(p„^_j^_,/'^'**'^^'*> (o 
^«(p-9-A-2)^^'*'^^''''^)> considerato nel suo enunciato algebrico, è incluso in quello 
del § Vili, e però sarà un problema pienamente determinato, e Anito il numero 
delle soluzioni delle equazioni, che ad esso corrispondono. Dovrà dunque per questo 
problema essere soddisfatta la relazione (§ VITI) : 

dove si dovrà porre Qi = 2(p - g - /i - 1) (oppure = 2(p - g - /i - 2)), e g,'= 3, 
g, = ^ - 2/1 + p — 1 (oppure = g - 2/1 + p — 3). Se dunque sarà : 

Q = ^ + /i , 

il problema avrà soluzione, purché esista un numero intero positivo ^ che soddi- 
sfaccia air uguaglianza : 

(A) p - 2gr - 1 - (g + l)(2p- ^ -2h- 2 - = (? ; 

e se Q =r g + /i + 1 , perchè il problema stesso abbia soluzione , bisognerà che vi 
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sia un numero intero positivo t, che verificlii FuguagUanza : 

(A') p - 2^ - 1 - to + 1 ) (2p - g - 2/1 - 4 - = «. 

Supposto ora che vi sia il numero U che Yerifica Tuna o Taltra delle qui in- 
dicate equazioni, il problema che consiste nel trovare i gruppi Gj^p.^^.^^,)^^'**'*''*"'^ 
(0 Cr^cp -7-/1-2)^^"*'*"^'*"'^) > * quali corrispondono ad uno dato degli a gruppi Gq^^^ , 
avrà almeno una soluzione, come Favrà il problema che consiste nel trovare i 
gruppi stessi G^^^\ Il ridurre pertanto l'uno di questi due problemi all'altro , può, 
come abbiamo già osservato, tornare utile per l'indiretta determinazione del nu- 
mero delle soluzioni dell'uno o dell'altro di essi , ed è poi interessante osservare 
che l'equazione del grado a-1, risultante colla soppressione di un fattore lineare 
da quella, alle cui radici sono associati i gruppi Gq^^\ ha pei gruppi Gq^^\ il me- 
desimo signiflcato geometrico, che ha l'ultima rispetto ai gruppi Gq^^\ 

Applicheremo adesso le cose esposte in questo § alla determinazione dei gruppi 
minimi Gq^'^ 

Facciamo prima il caso che p sia un numero pari, allora si otterrà per questo 

caso, dairuguaglianza Q = ^ + -^ , per Q il valore Q = - (p + 2) ; quindi sarà 
h = ^. I gruppi GgQ^'^^ si potranno separare sulla curva f mediante curve aggiunte 



deirordine 



n — 3, perchè si ha (per ^ = l , /i = |) Q' = 2/i - (p — 1). 



I gruppi Gt{p^q-h-i)^^~^^^^~^^ si ridurranno ai gruppi Gp_|®, e il problema che 
concerne la determinazione (}i questi gruppi sarà risolvibile, essendo 1* equazione 

1 

(A) soddisfatta nel caso presente da ^ = ^-Cp — 2). Per ogni gruppo Gp_4 passerà 

una serie oo* di curve aggiunte deirordine n — 3 , le quali separeranno gruppi 
di p + 2 punti , fra i quali gruppi sono compresi quelli separati dalle curve 
(? — ^?i)) (^ — V-^i) = ^ » supposto che le equazioni 9 - X94 = , 4^ — P^i = sian 
quelle di due fasci di curve aggiunte dell'ordine n — 3, che separano due serie di 
gruppi Gq^*\ cille quali appartengono rispettivamente due dati gruppi Gq^*\ cor- 
rispondenti ad un dato punto della curva f. Esisterà inoltre una serie 00* di gruppi 
Gp-4 , che saranno residui di un medesimo gruppo Gq^^^ , e quindi corresidui 
fra loro. 

In secondo luogo sia p dispari. Volendo anche in questo caso considerare i 
gruppi minimi Gq^'\ converrà porre (§ IX) nella formola ricordata al principio del 

presente § £ = 1, e quindi calcolare Q per mezzo deiruguaglianza Q=^-t-^^-j- , la 
quale (per g = l) dà Q — t +^-rt- = o(P + 3). Ma anche per questo caso si pos- 
sono istituire i calcoli basandosi sulla formola Q = g + -^, dalla quale (per g=l) 
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Q = 2 + /i+l=|(p-l-3). 



X = p-2-h=l(p-3). 



I gruppi Gq^*\ secondo il § YIII, sono determinati, nel caso che ora consi- 
deriamo, da due punti delia curva f; quindi, se prendiamo due gruppi Gq^*\ die 
corrispondono a due punti arbitrari della f , e formiamo coi punti di questi due 
gruppi il gruppo Ggg , un tal gruppo si potrà separare sulla f per mezzo di una 
curva aggiunta dell' ordine n - 3 , purché per il dato valore di X si abbia 

3^' = 2^ + p - 2X - 1 , 

dove 3g' esprime il grado d'infinità della serie delle curve aggiunte dell'ordine 
n - 3 , che separano sulla f i gruppi Ggg . Ora questa uguaglianza (per g = 2 , 

X = l(p-3)') è soddisfatta da ^' = 2, e ciò è difatto. 

I gruppi G2Q determineranno gruppi G^^s , e il problema che concerne questi 
gruppi sarà risolvibile, a norma del § Vili, perchè l'equazione (à') , che ora si 
riduce alla: 

p - 2^ - 1 - ((? + l)(2p - ^ - 2ft - 4 - = 3^' - 2(|[ , 

è soddisfatta (per ^ = 1 , g' = 2) da ^ = ,5 (p — 1). 

Per ogni gruppo Gp_5 passerà una serie 00* di curve aggiunte dell'ordine 
n — 3, che segheranno la curva f secondo gruppi di punti , fra i quali saranno 
compresi quelli separati dalle curve (? - ^^ì){'^ — yt^^,) = 0, essendo le equazioni 
<p - 69, = , (}; — [ji«|/, = quelle di due fasci di curve aggiunte dell'ordine n - 3 , 
che separano due serie di gruppi Gq , alle quali appartengono due dati gruppi 
Gq^^\ corrispondenti ad un dato punto della f. 

Vi sarà poi un numero finito di gruppi Gp.g , che insieme con un gruppo Gq, 
formeranno i punti base di una serie oo< di curve aggiunte deirordine n — 3. V'è 
anche una serie 00* di gruppi G^.j, formata di gruppi che non sono corresidui. 

Altri esempì di determinazione di gruppi minimi potrebbero essere conside- 
rati, e trattati colle formolo stabilite in questo §, ma non giova prolungarne più 
oltre il numero. 
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XII. 
Curve normali. 

1 gruppi miniQii Gq^*^ che sono separati sulla curva f da curve aggiunto ilel- 

1 1 

Toniine ?i — 3, contengono (§ IX) :j(p + 2) oppure ò^(P + 3) punti, sccondochè il 

genere j) della f è pari o dispari. Da questi gruppi derivano (§ V) gruppi Gq'^^'^ 
del massimo numero di punti, pei quali sono rispettivamente 

Q' = ^(3p-6) , a'=|(p-^) ; Q'=J(3p-7) , ^' = ^(p-3). 

Due serie di gruppi Gq'*^ non potendo avere un gruppo completo in comune 
{§ Vili), ne risulta che due gruppi Gq'^^'^ non sono corresidui uno dell' altro. Se 
dunque consideriamo due gruppi Gq' , GV , e assumiamo rispettivamente i punti di 
questi due gruppi come punti ba«c di due fasci di curve aggiunte deirordine n— 3 , 
si vedrà subito, che due curve appartenenti una all'uno e l'altra ali* altro di due 
simili fasci, avranno in comune sulla curva f un solo punto. 

Quindi indicate con : <p— X<pj=0 , 4^-1^^5=0 le equazioni rispettive dei fasci stessi, 
e posto ; À = 2/, : 2/3 , ;j. = 2/4:2/3, si otterranno lo equazioni : 

(0 2/i ••!/«: 2/3 = ?*! : ?i4'-<Pi4'i» 

mediante le quali potrà effettuarsi la trasformazione univoca della curva f in ua^ 
curva F , la di cui equazione si ricaverà coli* eliminazione delle x fra le (1; e 

la r=o. 

Ora la F ha colla retta: «12/1 + ^t2/« + ^al/s ~ tanti punti in comune, quanti 
sono i punti mobili d'intersezione della f colla curva: a|9<l'i-l-aa9i<l'-Ha894^j/,=0 ; 
quindi, perchè il numero di questi ultimi punti è uguale a : 

2n(?i-3)-4/£-3p+6 = 2n(n-3)-i???(n-3)-4+4p-3i)+6 ■=:2}+2 

ovvero a: 

2n(n-3)-4/c-3p+l = 2n(?J.-3)-2rt(n-3)-4+4p-3p+7 =p+3 , 

secondocbè si adottano, come basi dei predetti due fasci, due gruppi 6. , 
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(!(,-3.) 

oppure due gruppi G ; cosi sarà la F delFordine p + 2 nel primo caso e 



2(3p-7) 



dell* ordine p + 3 nel secondo. 

La curva F ha eTìdentemente due punti (^(P + 2)) ( o («(P + S)) ), ai 
quali corrispondono sulla f ì punti dei due gruppi Gq^^^ che si ottengono per 

l dei due G \. 

\ J(3p-7) J 



X= 00 , }i= 00, e sono residui dei due 6 | o dei due G, \. Sic- 

2<3p-6) ^ ^, 

come poi la F dev'essere del genere p, cosi essa avrà un numero fc, (o A/) di 
punti doppi, determinato dalF uguaglianza : 



(o dalla p = i(p + l)(p + 2)-|(p+l)(p + 3)-fc/), 

e però t p(p - 4) f o t (p - l)*ì punti doppi. 

La trasformazione deirequazione f (a?, , a?, , Xj) = nella F (y, . Vi • ^j) = , 
delia quale abbiamo più sopra parlato, è precisamente quella, che secondo Rie- 
mann dà la forma normale della prima ovvero la c»rra normxile della curva f. 

La curva F può sempre trasformarsi in modo univoco in una certa curva dello 
spazio. Infatti si considerino le tre quantità X,a , X-|i, e si pongano le uguaglianze : 

si avranno allora le equazioni : 

e sussisterà Tra le y la seguente : 

(20 yiy2-yiy4=o. 

Le equazioni (2) eOettuano la voluta trasformazione della curva F in una curva 
F| , la quale è situata sulla iperboloi^ic (2'). La F, è del medesimo ordine della F, 
perchè i punti della F, , che stanno sul piano t/^ = 0, corrispondono ai punti della 
F, che giacciono anche sulle curve f = 0,6=0. Vi sono due punti della curva F| 
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ciascuno dei quali corrisponde a due distinti punti della F {punti nodali o nodi); 
due tali punti, come lo mostrano facilmente le uguaglianze (1') , sono posti sulla 
faccia 2/8 = del tetraedro di riferimento (y^ y^ yj y^) per Tiperboloide (2'). La curva 
F| avrà dunque due punti 

Q(p--2)y'|o Qcp-I))"' j,e^p(p-.4)(o J(p-l)*) 

punti doppi. È chiaro poi che per la trasformazione della curva f nella F o nella 
F, , si debbono escludere i due casi corrispondenti a p=l , p=2. 
I fasci di rette, che hanno i rispettici centri nei punti 



a*.«)"'»(o {{iv.>r^ 



della curva normale F, hanno comune la proprietà di essere formati di rette , che 
segano la curva stessa nel minor numero possibile di punti ; e si possono sempre 
indicare direttamente curve, che abbiano questa medesima proprietà della curva 
F, come sarebbe, ad es. , la curva del 6® ordine con due punti tripli. 

La curva F« , proiettata da uno de* suoi punti doppi sopra un piano, conduce 
ad una curva F, , che è evidentemente dell'ordine p (o p + 1); ha due punti 

Q(p-2))"'7o Q(P-l))°'"y e {p(p-4)-l(o |(p-l)»-l) 

punti doppi. Questa trasformazione della curva F, nella Fj richiede, come ben lo 
si vede, che sia p > 4. Questa stessa curva Fj si potrebbe ancora ottenere , ap- 
plicando alla curva normale Riemaniana F una quadratica trasformazione , che 
avesse due punii fondamentali nei due punti multipli della F , e il terzo in un 
punto doppio di questa curva. Dobbiamo ancora osservare , che quando si pren- 

dono (nel caso di p dispari) due gruppi G , per dedurre la curva F dalla 



2 (SP-T) 



{ì<^) 



f, si ha £=1, e però per la determinazione dei gruppi residui dei due G 

2 

saranno necessari due punti arbitrari , cioè converrà aggiungere un nuovo para- 



2(3p-7) 
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metro arbitrario a quello da cui dipendono le curve aggiunte dell* ordine n — 3 , 
che s'impiegano per individuare i gruppi delle due serie formate dei detti gruppi 
residui. 

Per rendere più generale il precedente procedimento , col quale si riduce 
l'equazione /*(a?j , a?, , ajj) = ad una forma normale, si considerino sulla curva f 
una serie di gruppi minimi Gq^'^ , e la serie dei gruppi massimi Gq'-^'\ che da 
quella si ottiene , e si supponga che i gruppi delle due serie siano separati sulla 
curva f da curve aggiunte delFordine ?i-3. 

Sia data ora \ equazione : 

«1?! -^ «291 + +a9+iVi = 

rappresentante una serie oo^ di curve aggiunte dell'ordine n — 3. Le curve di una 
tal serie separeranno sulla f una serie di gruppi Gq^^^ ; e considerata anche l'equa- 
zione : 

aiyi + a2yt+ + Vty9+t=<^' 

se supporremo che il rapporto («1?, + ... -f a^+i9^i) : («lì/i + .-• + ^qwVq^ò debba 
avere un valore indipendente dalle a, si dedurrà subito il sistema delle equazioni: 

le quali eflcttucranno la voluta riduzione dell'equazione f(x^ , Xj , a?,) = alla sua 
forma normale. La curva che si ottiene mediante una simile trasformazione, è evi- 
dentemente deir ordine Q, e giace in uno spazio a q dimensioni. Il numero q lo 
riterremo > 2, e osserveremo che i gruppi Gq , essendo determinati da g+e punti 

arbitrari , converrà aggiungere e parametri a quelli da cui dipendono le curve ag- 
giunte delFordine n— 3, che debbono individuare i gruppi stessi. É poi chiaro che 
la suddetta curva normale è del minimo ordine. 

Per q=2 si ha (v. il quadro del § IX) Q=p-7w-|-2, quindi la curva normale 
del minimo ordine è in questo caso una curva piana dell' ordine p — T^^^ e del 
genere p , e po^^sicde perciò un numero di punii doppi uguale ad 

-(/)-ir+l)(p-T:)-p. 

Qui è p = Sii a 3ir + 1 o a Sii + 2, ed e rispettivamente uguale a , 1 , 2. 

Per g = 3 si ha (§ IX) Q = p — it+3, quindi la curva normale del minimo or- 
dine è in questo caso una curva dell'ordine p — tc-i-3, posta nell'ordinario spazio 
a tre dimensioni. Qui è p = ìt: o a 4t: + 1 o a 4t: + 2 o a 4ic + 3 ed e rispettiva- 
mente uguale a 0,1 ,2,3. Soltanto dunque nel caso di p = 4ic si potrà, astra- 
vo!. XXIII. 4S 
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zione fatta dalle trasrorinazioni lineari nello spazio, operare la suddetta riduzione 
della curva f in un numero finito di modi. 

Termineremo osservando , ch^ la formola per la determinazione dei gruppi 
minimi GQ^'^^ nella ipotesi che sicno necessari 9 + s punti per individuare uno di 
questi gruppi, non è data nella Memoria dei signori Brill e Nother. studiata da 
noi in questo scritto ; e questi due Autori dichiarano eh* essa non e per anco 
stabilita. 

La formola (6) , da noi indicata in nota al § X, vale, se s-0, per qualsivo- 
glia valore di p > 1. Essa può ritenersi valevole per p - wnr, dove m = 2 , 3 , 4,..., 
1: = ! . 2 , 3 , ... , e però in particolare per g = 6,7,8. Tuttavia, se e ha un 
valore positivo intero, diverso da zero, le equazioni cui conduce il problema relativo 
ai gruppi Gq^^\ saranno analoghe a quelle date nel § IX, e la difficoltà consisterà 
solo nello stabilire una formola, che permetta l'enumerazione delle soluzioni del 
problema. Del resto questa formola generale, che pur deve esistere, sarà analoga 
alla (B) ora ricordata ; e poiché essa deve condurci alle formole finora note, espri- 
merà un numero che evidentemente dovrà godere delle stesse proprietà di quelli 
che si riferiscono ai problemi particolari che già si sanno risolvere, appunto per- 
chè questa formola generale si ridurrà a quella nota, colla semplice supposizione 
che la quantità s abbia in essa il valore zero. Si può poi pensare che sia sempre 
possibile ottenere i numeri relativi al problema per curve particolari ; e allora 
questi numeri varranno anche pei casi più generali. Per la riduzione, cui è con- 
sacrato il presente §, come osservammo nel § VI rispetto ai gruppi di punti che 
potevano impiegarsi a stabilire una trasformazione univoca, si può ammettere che 
sia possibile indicare curve particolari, sulle quali esistono serie di gruppi che 
hanno le proprietà necessarie, perchè se ne possa assumere una a base di una 
simile riduzione, come ad es. la proprietà che corrisponde a quella , che le rette 
hanno riguardo alla curva normale. 

XIII. 

I moduli di una classe di curve algebriche. Metodo di determinazione 

di Riemann. 

Le curve algebriche del genere p, furono dal Riemann divise in classi; e 
Riemann chiamò curve di una stessa classe tutte quelle curve del genere p, 
che si possono trasformare univocamente una nell'altra, ovvero che si possono ri- 
cavare da una qualunque di esse , mediante univoca trasformazione. Le curve di 
una medesima classe sono quindi in corrispondenza puntuale univoca, e, come ora 
mostreremo , dipendono tutte da un determinato numero di parametri , continua- 
mente variabili, ai quali lo stesso Riemann ha dato il nome di moduli della 
classe considerata (Riemann, AlcVsche Funclionen, N. 12 nel Voi. 54 del Gior- 
nale di Crellc-Borchardt). 
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I moduli di una classe si ottengono, quando un procedimento di calcolo (che 
secondo Rieroann può includere operazioni trascendenti) si applichi ad una curva 
(Iella classe stessa. Inversamente, per mezzo di tali moduli s'individuerà una classo 
(li curve, il numero delle quali sarà sempre limitato. I moduli di una classe sono 
i medesimi per tutte le curve della classe, e ciò mostra il carattere invariantivo 
di essi per le univoche trasformazioni. Siccome poi i moduli hanno origine da un 
complesso di operazioni di calcolo, cosi quando queste operazioni saranno ben de- 
finite , si otterrà un determinato sistema di quantità come moduli ; e a diversi 
complessi di operazioni di calcolo corrisponderanno diversi sistemi di moduli. L'in- 
dicato processo di calcolo si riferirà, come in seguito sarà mostrato, alla relazione 
in cui si trova la curva considerata f rispetto alle sue curve aggiunte dell'ordine 
n — 3, il carattere invariantivo delle quali si scorge nelle cose dimostrate nel § VI. 

Esporremo qui il metodo di Riemann per la determinazione dei moduli di 
una classe di curve algebriche. 

Per comprendere In che questo metodo consista, giova ricordare, che le curve 
aggiunte dell'ordine n — 3 soddisfano a k condizioni (Introd.), e perciò sono indi- 
viduate da p — 1 punti arbitrari della f. Quelle dunque di queste curve che pas- 
seranno per p — 2 punti arbitrari ma fissi : a?, ,^j, ... , ajp.^ della f, formeranno 
un fascio, del quale supporremo che 9 — Xcp^ = ne sia l'equazione. Ora Y accen- 
nato metodo di Riemann è fondato sulla relazione che ha la curva f colle curve 
0) - Xcpj = 0. Queste curve determinano sulla f una serie (7^^*^ di gruppi di p punti, 
la quale dipenderà evidentemente dai p - 2 punti x, e quindi da altrettanti para- 
metri. Due serie g^^*^ ottenute nel modo ora detto , saranno distinte una dall' al- 
tra, e ì loro gruppi non corresidui, quando per esse vi sarà diversità anche in uno 
solo dei punti oc, quindi i fasci che le separano non saranno equivalenti. 

Nel fascio 9 - X e, = 0, le curve che sono tangenti alla f hanno i loro pumi 
di contatto con questa curva sulla Jacobiana delle tre curve <pt=0 , <P4 = , /"= 0. 
la cui equazione è rappresentata da : 
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Quest' equazione , del grado 3(?i — 3) , mostra subito , che la suddetta lacobiana 
passa due volte per ciascuno dei p - 2 f unti a?, e tre volte 'per ogni punto dop- 
pio della f; quindi essa ha, nei punti base del fascio <p^'k<f^=0, 6fcJ-9p— 4 punti in 
comune colla f, e però sega la f in altri 3?i(n-3)-6fc-2p-f 4=4p-2 punti. Dunque 
nel fascio stesso vi sono 4p - 2 curve tangenti alla /*. Fra i parametri di queste 



Digitized by 



Google 



)( 3S6 )( 

curve del fascio esistono soltanto 4p-5 rapporti anarmonici indipendenti fra loro 
(V. yf ìizH eh eì-Grundlinicn der Neueren Geometrie, p. 3?), che indicheremo con 
V'^ j Vz ^ ••• > P^4p-5- Questi rapporti debbono evidentemente essere indipendenti da 
qualunque trasformazione lineare delle coordinate dei punti delle curve <p-X(p,=0, 
ma dovranno in generale variare al variare dei p— 2 punti x. ^e ora ricordiamo 
che la curva f ammette p curve aggiunte dell'ordine ?i-3 : «Pi , Ts i • • • > <Pp > che 
sono linearmente indipendenti fra loro (§ lY), e supponiamo che nella hcrie : 

esistano curve che soddisfacciano a p — 1 condizioni lineari tali, che presi p — 2 
dei punti d'intersezione d'una di queste curve colla /* per base di un fascio di 
curve aggiunte deirordine n- 3, delle 4p— 5 funzioni jjl delle coordinate di questi 
f'unti ve ne sieno p-2 che le sono funzioni indipendenti di queste stesse coordi 
nate, eliminando allora per mezzo di queste jp— 2 equazioni, e di quelle che deri- 
vano dalla /=0, cui esse coordinate debbono soddisfare , le coordinate medesime 
da ciascuna delle rimanenti funzioni [x , si otterranno 4p — S — (p — 2) = 3p — 3 
funzioni dei rapporti anarmonici ijl, le quali saranno indipendenti dalla particolare 
scelta del fascio , che ci ha condotto ai rapporti anarmonici stessi. Queste ip-ì 
funzioni delle quantità pi saranno dunque determinate apiena si supponga data la 
curva f, e saranno le medesime (§ VI) per tutte le curve che corrispondono pro- 
iettivamente alla f. Denoteremo con t, .t^, ... jTj^.j queste funzioni, e dimostre- 
remo eh' esse sono i moduli di una classe di curve. 

Le curve di una medesima classe potendo infatti ricavarsi da una qualunque 
di esse mercè univoca trasformazione , cosi la f potrà sempre ottenersi da due 
curve A , /i della sua classe , per mezzo di due simili trasformazioni. Ma in tal 
caso è chiaro che le corrispondenti funzioni di trasformazione debbono essere or- 
dinatamente proporzionah, quindi (§ VI) nelle formole di trasformazione, che dalla 
curva f conducono alle curve della classe, di cui la f fa parte, le funzioni di tra- 
sformazione vi rappresenteranno curve aggiunte dell'ordine n— 3, che passano per 
jp-3 punti della f. Ora , se si vuole che le quantità t individuino una classe di 
curve, e ne siano perciò i moduli, conviene ammettere, che date queste quantità 
è pur dato il modo con cui si debbono scegliere sulla curva ^ i p — 3 punti sud- 
detti. E perchè questi stessi punti debbono evidentemente giacere anche sopra 
curve della serie (1) , cosi il modo della scelta di quei p— 3 punti, dovrà determi- 
nare su quali di queste curve essi debbono essere presi. Ma dati i moduli t, nn 
numero (necessariamente limitato) di curve della serie (1) che soddisfano alle pre- 
dette p — ì condizioni è determinato ; sono adunque queste le curve che coi loro 
punti d' intersezione colla f fissano il modo della scelta degli anzidetti p—Z punti. 
Dunque le quantità t sono i moduli di una classe, composta di un numero limitato 
di curve ; e. d. d 

In casi particolari può darsi che il numero dei moduli , che si ottengono col 
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metodo precedente da una data curva, sia maggiore di 3p— 3. Sarebbe così, per 
es. , quando le coordinate dei p— 2 punti ce, che abbiano più sopra considerato, 
entrassero soltanto in p' delle quantità pi, e fosse p' <p — 2. Che il numero dei 
moduli corrispondenti ad una data curva, possa infatti modificarsi in casi partico- 
lari , lo mostra l'esempio delle curve ipercllittiche. E difatti, se la /" è una tal 
curva, tutte le curve aggiunte dell' ordine n-3 che passano peri? — 2 punti arbi- 
trari della /*, passeranno anche per altri p — 2 punti completamente determinati 
da quelli. 

Nel fascio formato da queste curve aggiunte vi sono ij? — 2-?(p-2) = 2p-F2 
curve tangenti alla /", e fra i parametri di quest'ultime curve, esistono *i9— 1 rap- 
porti anarmonici indipendenti uno dall'altro. Ma in questo caso sono equivalenti 
tutti i fasci di curve aggiunte dell' ordine n — 3 , perchè (§ \I) esiste sulla f una 
sola serie di gruppi g^^*^ \ e quindi tutti i predetti rapporti anarmonici sono indi- 
pendenti dai p — 2 punti arbitrari della /*, e rappresentano perciò i moduli per la 
curva iperellittica f. 

XIV. 

Attuazione di un metodo algebrico per la deternninazione dei moduli. 

Nel presente § sarà stabilito un metodo algebrico per la determinazione di 
quei 3p— 3 parametri, che suH'eserapio datoci dal Riemann sono stati considerati 
nel precedente quali moduli di una classe di curve. 

Si consideri a tale scopo il fascio <p — X<P4=:0 formato di curve aggiunte del- 
Tordine n— 3, che passano per p—2 punti arbitrari della /", e sia 1=0 T equazione 
della lacobiana delle curve 9 = , ^i-^^O ,/'=0. 

I punti nei quali la /* è toccata da curve di questo fascio , sono i punti mo- 
bili d'intersezione di essa colla curva I. Ora sia R = l'equazione che si ottiene 
eliminando due delle quantità a:, , a?j , x^ (per es. x^ , x^) dalla /"= , 1 = : se 
si vuole che dei detti punti d' intersezione delle curve /' ed I, p coincidano in un 
punto P, dovranno verificarsi in questo punto le equazioni di condizione : 

B=0, S. = c. f, = *=^ = 0. 

dXi da?,* dx^^ * 

II fascio <p-X<P|=^0 non potrà dunque prendersi ad arbitrio, ma dovrà sce- 
gliersi in guisa, che ad esso appartenga una delle curve della serie : 

(formata colle p curve aggiunte dell'ordine ?i - 3 linearmente indipendenti) , che 
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hanno riuniti in un punto P della f p dei loro punti d' intersezione con questa 
curva, cioè in guisa che la curva 9, vi rappresenti una di queste curve. 

Scelto in questo modo il fascio suddetto, delle 4p— 2 curve di esso, die sono 
tangenti alla f,P'-'\ coincideranno in una medesima curva a«jgiunta C„_3 : quindi 
dei 4p-5 rapporti anarmonici indipendenti, che hanno luogo fra i parametri delle 
curve del fascio stesso, tangenti alla /*,p— 1 avranno il n;eflesimo valore, il quale 
evidentemente dipenderà da quei ^-2 punti, nei quali la curva C;,_3 (oltre in P) 
sega la /*, e che abhiamo assunto "per formare la base del fascio medesimo. Me- 
diante i p-l rapporti anarmonici ora indicati, si otterranno p-2 equazioni fra le 
coordinate di questi p— 2 punti, le qiiali equazioni, unitamente a quelle che deri- 
vano dalla f-O, alla quale esse coordinate debbono soddisfare, serviranno alla de- 
terminazione delle coordinate stesse. E perchè uno dei detti p - 1 rapporti anar- 
monici dev'essere anche considerato fra i rimanenti, cos' il numero di questi sarà 
uguale a 3p-3 ; dai quali eliminandoNÌ le coordinate dei ^ — 2 punti et ^ risulte- 
ranno quelle 3p-3 funzioni dei rapporti anarmonici ja (accennate nel § precedente), 
che rappresentano i moduli della classe di curve, cui appartiene la /". Da quanto 
poi abbiamo altrove dimostrato risulta chiaramente , che i moduli t che si sono 
ora ottenuti, si riferiscono ad una classe composta di un numero limitato di cur- 
ve, tale essendo quello delle curve (1), che soddisfano alla suindicata condizione (*). 

La via che qui ci ha condotto alla determinazione dei moduli t, fu da lungo 
tempo indicata dal sig. Weicrstrass, come lo fanno osservare i sigg. Brill e 
Nother. 

XV. 

Altro metodo per la determinazione dei moduli. 

Un altro metodo per determinare un complesso di quantità , che si possono 
considerare quah moduli di una classe di curve , si basa sulle considerazioni se- 
guenti. 

Sia la serie 00^' : 

(1) ^i<?i + h9i + + V+« ?(r'-^* = ^^ 



(*) Il numero di queste curve si ricava dalla f or mola : 

Oy = (r -i- 1)(M + rp-r) per r = p - 1 , M = 2p - 2 , 

formola che si può dimostrare con considerazioni geometriche, e della quale si legge 
una elegante dimostrazione algebrica in una Memoria dovuta al sig. Brill (v. il vo- 
lume IV. dei Math. Annalen). 
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formata con curve aggiunte dell'ordine ?i~3. Sia poi q<q' , e inoltre i numeri q 
e q' soddisfacciano l'equazione : 

(2) p-((2'+1)(g + l)=:0. 

11 problema che consiste nel determinare sulla curva f gruppi Gq' tali , che 
le curve della serie (1) che passano pei punti di uno di questi gruppi formino 
una serie oo*?, è stato trattato in altri § di questo scritto, nei quali fu dimostrato, 
che il problema stesso ha sempre un determinato numero di soluzioni , che ora 
indicheremo con N. Dunque, dalla serie (1) si otterranno N gruppi Gq'; e consi- 
derato uno (LqO di questi gruppi, le curve di detta serie che passano pei suoi 
punti, formeranno la serie oo' ; 

nella quale vi sono (^ + l)(5p- 2 -f- gp - ^-Q') curve, che hanno un contatto 
^- punto colla curva f {*). Quindi il numero dei rapporti anarmonici indipendenti 
formati coi parametri che individuano quest'ultime curve, sarà uguale a 

(Z(g-+-I)(5p-2 + ^^g-.Q')-3. 

Per (?= 1, il numero di questi rapporti si riduce a 2(3p— 3-Q')-3, e questi 
saranno i moduli della curva /*, e di tutte le curve che sono generate da due fasci 
di curve aggiunte deirordine 7i— 3, pei quali i punti mobili delle basi coincidono 
rispettivamente con quelli di due degli N gruppi Gq'. In questo caso p sarà un 
numero pari, come si rileva subito dalla considerazione dell'equazione (2); quindi 

posto Q'=~--3, il numero dei moduli di questa classe di curve si ridurrà a 

3/? - 3. 

Per (Z = 2 , il numero dei predetti rapporti diviene uguale a 6(4i?-4— Q')— 3 , 
e questi rappresentano i moduli della curva /", e di quelle che si ottengono tra- 
sformando univocamente la f con un sistema oo^ di curve aggiunte dell'ordine n-3 , 
che passano per uno degli N gruppi Gq'. In questo caso sarà j9 = 3Tr; quindi sup- 

ip 
posto Q'= — -4, il numero dei moduli di questa classe di curve si ridurrà a 

16p-3. 

Finalmente, se in luogo dell'equazione (-2) si assume Taltra : 



(•) V. la nota al § piecedente. 
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e si suppone che per q= \ sia £ =i 1 , sarà p un numero dispari , e quindi posto 
Q' = -il 3, si otterranno 3i> - 2 moduli per la curva f, e per quelle che si ot- 
tengono nel modo suindicato mediante due fasci di curve aggiunte dell'ordine n— 3. 
Qui però potremo fare in modo, che due dei 3p-2 moduli abbiano lo stesso va- 
lore, ciò che ridurrà il numero di questi moduli a ìp-o. Ma si può anche ri- 
guardare uno dei 3p-2 moduli come rappresentante il parametro che individua la 
serie dei gruppi, dalla quale si sono ricavati gli N gruppi Gq^. 

Se 9 = 2 ed 6=1 oppure 2, sarai? un numero della forma 3tc + 1 o 3tc + 2, 

quindi posto rispettivamente Q' = -^^^ 4 o a -^ 4, si otterranno nel primo 

caso 16p-l moduli, e nel secondo 16p+l , che apparterranno alla curva f , e a 
quelle che si ottengono nel modo più sopra indicato mediante una serie oo* di 
curve aggiunte deirordine n — 3. Riguarderemo poi uno o due di questi moduli, 
secondochè si tratterà del primo o del secondo di questi due casi , come rappre- 
sentante il parametro o i parametri , che individuano la serie dei gruppi da cui 
derivano gli N gruppi 6q. 

Giova tuttavia osservare, che anche nel caso g=2, per la classe di curve che 
vi corrisponde si può fissare a 3j9-3 il numero dei moduli. E infatti si supponga 
che p sia un numero della forma ìk o 3ti+1 o 3tc+2, e Q =p+ic-4; e si trasformi 
la curva f mediante una serie oo' di curve aggiunte dell'ordine n— 3, che passano 
per uno dato degli N gruppi Gq'. Così si otterrà una curva F dell'ordine ^-7;-i-2, 
punteggiata proietti\amente alla /', e 1 equazione della V conterrà ancora : 

^ (p - Tc + 5)0) - u + 2) - j 1 (p - Tc + l)(p - 7t) - 2? } = Ap - 311 + 5. 

costanti. 

Ma operando una trasformazione lineare fra le coordinate dei punti della curva 
F, cioè esprimendo queste coordinate mediante funzioni lineari di tre variabili omo- 
genee, si potranno assegnare ad 8 delle suddette costanti dei determinati valori, 
e cosi ne rimarranno arbitrarie 4p-3ir-3 , cioè un numero che è uguale rispet- 
tivamente a 3^-3, 3p 2, 3p-l , secondochè è i?=3Tr , Siz-f 1 , 3rw+2. Presi ora ad 
arbitrio 4p— 3u-3 punti fissi sulla /", ad essi ne corrisponderanno altrettanti sulla 
F, e si otterranno così ip-ìt—^ equazioni per determinare le costanti ancora ar- 
bitrarie di questa curva. Le 4jp— 3u— 3 quantità che si ottengono in questo modo, 
si potranno sempre considerare come i moduli della classe di curve accennata più 
sopra, quando si parta però da una determinata curva F della classe , e questa 
classe si supponga data. Dobbiamo poi far notare , che dei 4p-3u-3 punti fissi 
presi sulla curva f, uno o due serviranno alla determinazione della serie dei gruppi 
Gq' , secondochè sarà p=3t:-I-1 o p=3T:-f2 ; e così nei tre casi p=3u, 3ii-hl, 37: -f 2, 
il numero dei moduli che si sono ora ottenuti, si potrà sempre riguardare come 
uguale a 8p-3. 
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XVI. 

Curve a doppia curvatura ohe corrispondono ad una data classe 

di curve. 

Nei §§ precedenti abbiamo fissate a ip—ì il numero dei moduli di una classe 
di curve piane ; si tratta ora di determinare tutte quelle curve dello spazio , che 
sono di un dato ordine Q ; punteggiate proiettivamente alla /*, e quindi di un ge- 
nere p uguale a quello di questa curva. Tali curve dello spazio si considereranno 
come corrispondenti ad una data classe di curve piane, della quale fa parte la f. 

S* immagini una serie oo' di curve aggiunte, e si supponga che dei punti mo- 
bili d* intersezione di tre curve qualunque di questa serie colla curva A un unico 
punto sia comune a tutte e tre, e sia : 

(1) a4<P4 + a,cpj + «s^s + a4'f4 = 

Tequazione di una tal serie. Le curve di essa si potranno sempre far corrispon- 
dere univocamente ai piani : 

a^yi + o^ytH- «32/8 + «42/4 = 

dello spazio, e cosi si otterranno le formole di trasformazione: 

2/i = 2/2 • J/3 • 2/4 = ?i • 9i •• ?s • n > 

che dalla curva f-0 conducono ad una curva a doppia curvatura F, la quale sarà 
di un certo ordine Q, e del medesimo genere p della f=^0. Il numero delle curve 
F , che corrispondono univocamente alla /", si dovrà quindi dedurre dal numero 
delle costanti contenute in queste formole di trasformazione. Ora se le <p saranno 
deir ordine n-3, siccome Q soddisfa air equazione (§ TIII): 

che per q = Z dà Q = l? + 2 — ^', si dedurrà subito che dev'essere Q<2? + 2. In 

quest* ipotesi il numero delle suddette costanti deve coincidere con quello che 
esprime da quante condizioni è individuata la serie gQ^^\ che separano sulla curva 
f le curve (1) ; al quale si potrà poi aggiungere quello delle costanti (in numero 
di 15) , che si ottengono trasformando le y mediante funzioni lineari omogenee 
di quattro variabili z. Ha detto e il numero delle condizioni che individuano una 
serie qq^^^ separata sulla / da curve aggiunte dell'ordine n-3, si ha (§ Vili) : 

e = Q(g+l)-gr((z+i? + l), 
VOL. XXIII. 46 
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quindi per g=3 sarà e:=4Q-3(2)+4) ; e aggiungendo 15 a questo numero, si ot- 
terrà il numero 4Q - (ìp — 3). 

Se poi è Q>i7 + 2, si considereranno le curve della serie (1) d'un ordine 

> n — 3 ; e perchè dei punti mobili d' intersezione di una curva aggiunta d'ordine 

> n — 3 colla f , p sono completamente determinati dai rimanenti (§ ITI) , e però 
un gruppo 6q separato sulla f da una di dette curve aggiunte è determinato da 
Q—p punti arbitrari della /"stessa, così potremo far passare la curva <p| della 
serie (1) per un gruppo di Q punti arbitrari della f, e ciascuna delle 9» . ?3 , 94 
per Q— 2? punti scelti ad arbitrio su questa curva , e diversi dall'una all' altra di 
queste tre curve ?. E potendo poi dare ad ognuna delle funzioni f 2 , f s , ?4 una 
costante arbitraria per fattore, si avranno in tutto : 

Q + 3(Q-p) + 3=:4Q-(3i?-3) 

costanti. 

Nelle predette formolo di trasformazione entreranno quindi (Q-3)+3(Q-i?— 8) 
costanti arbitrarie, a cui si potranno in seguito aggiungere altre 15 costanti pro- 
venienti da una trasformazione lineare delle coordinate. Si giunge cosi al teorema : 

Una serie 00 ^ "* ^ -^ "" ^ di curve a doppia curvatura del genere p e del- 
V ordine 

q(q>P-ic + 3 ovvero Q>_^(p+4)(§ IX)), 

corrisponde sempre ad una medesima classe di curve piane algebriche , i cui 
moduli hanno i più generali valori. 

Osservando finalmente che fra le 4Q-(3p-8) costanti suindicate, 3|>— 3 non 
sono altro che i moduli della classe di curve accennata in questo teorema, cosi, 
prescindendo da questa classe di curve, si concluderà che : 

Esiste una serie oo^Q di curve a doppia curvatura, delV ordine Q e del gè- 

nere p < 5 Q — 4. 

XVII. 

Gruppi particolari di punti nel piano. 

Accade in molte applicazioni , fra le quali è notevole quella che riguarda la 
rappresentazione univoca delle superficie sul piano, di dover considerare nel piano 
dei sistemi di un numero finito di punti . talmente situati , che fatte passare per 
essi curve di un dato ordine , per le quali un certo numero dei punti stessi sia 
costituito da altrettanti punti semplici , e il rimanente da punti multipli fissi su 
tutte queste curve, si ottenga una serie di gruppi di punti , che si renderà nota 



Digitized by 



Google 



)( 363 )( 

mediante la diretta enumerazione. I teoremi dei §§ III e Vf offrono il modo di 
costruzione di siffatte serie di curve, mercè le proprietà di una delle curve , ap- 
partenente ad una di queste serie. E difatti, se si considera una curva di una tal 
serie, oppure una parte f (dell' ordine n) di una curva decomponibile della serie 
stessa, le rimanenti curve di questa serie determineranno sulla curva f una serie 
di gruppi di punti, che si considererà come una serie particolare di gruppi 6q; 
e il problema attuale si ridurrà a quelli trattati in altri ^ di questo scritto. Ti 
sarà poi da tener conto delle condizioni inerenti alla serie di gruppi ora conside- 
rata, le quali non dipendono affatto dai punti che la f ha in comune con tutte le 
curve della serie suddetta. 

Si supponga che i gruppi 6q , separati sulla curva fy formino ivi una serie oo^. 
Noi abbiamo dimostrato nel § III , che questi gruppi si possono ottenere sulla 
curva / col mezzo delle curve aggiunte dell'ordine s (s >^?i) d'una serie w^, e, se 

essi sono gruppi particolari, col mezzo delle curve aggiunte deirjordine s=n—\k ([a>3) 

d'una serie oo^ (§ IV). Potremo dunque, secondo il teorema del § IV considerare 
la serie delle curve, i cui punti base fissi sono sulla curva /", e Tordine delle quali 
è s, come equivalente ad una serie lineare di curve aggiunte dell' ordine 8. Ora 
indicata con C, una qualunque curva aggiunta dell' ordine S , l' equazione d' una 
curva dell'ultima serie qui nominata sarà della forma (§ III) : 

E, = C, + A,.^.r=0, 

dove A,_„-0 è l'equazione d'una curva algebrica arbitraria dell'ordine s—n. Cosi 
qualunque sia la posizione dei punti fissi sulla f, pei quali debbono passare tutte 
le curve dell'anzidetta serie , noi potremo sottoporre queste curve a soddisfare 
ancora a : 

( = |(8-.n+1)(8-n + 2) 

condizioni lineari ; e per mezzo delle equazioni che vi corrispondono si potranno 
considerare come determinati i valori di altrettante delle costanti, da cui dipende 
ancora la serio stessa. Il numero delle condizioni lineari che ci vorranno ancora 
per individuare una curva della serie, sarà dunque, rispetto alla curva /=0y il 
grado q d' infinità della serie medesima. 

Supponiamo ora che sian qualunque le curve E^ , e solo sottoposte a dover 
passare per certi punti fissi della /*. Allora le condizioni che potranno ancora pre- 
scriversi per queste curve E, , si possono supporre di tale natura , che le curve 
stesse abbiano in un punto i^^^ della f un punto fc"?^® (ft > i). Sia P questo punto 

della f ; dalla dimostrazione che abbiamo dato al § I , a proposito del teorema dei 
resti, si dedurrà subito, che quel teorema conserva la sua validità, se si suppone 
che le curve aggiunte che vi sono considerate seghino ciascuno dei rami della 
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curva fy che passano per un punto i"p^^ di questa curva in k punti, dei quali fc-i 
sono inflnitamente vicini, ed i cadono nel punto i"p^<> stesso. Quindi alle curve E, 
sarà applicabile il teorema dei resti, se supporremo ch'esse abbiano nel punto P 
della f un punto ì"p^<> , e seghino inoltre ciascuno dei rami della /*, che passano 
per P, in k—i punti infinitamente vicini. Volendo dunque che nel punto P abbiano 
luogo per le curve E, tutte le condizioni che equivalgono a quelle di un punto 
ftapto , converrà sottoporre le curve stesse a soddisfare ad altre : 

p = ifc(& + l)-j^i(i+l) + i(&-i)} = ^(ft-i)(fc-i+l) 

condizioni lineari. 

Sia ora £p il numero totale delle condizioni, che si ottengono in questo modo 
col considerare tutti i punti multipli della curva /*; se sarà £p<f si potrà sem- 
pre fare che le curve E^ soddisfacciano a tutte le Zp condizioni , senza però che 
queste abbiano alcuno influsso né sui punti fissi comuni alle E, e alla /*, né sui 
punti mobili comuni alle E, e alla f. Le curve E, formeranno allora una serie 

00^ '^. Ha se £/3 > U le curve E^ che soddisfano alle Zp condizioni, formeranno 
una serie lineare, il cui grado d'infinità sarà uguale a g-(£p-f), serie che potrà 
sempre riguardarsi come risultante da una serie analoga oc^. 

L'equazione di tutte le curve E^, che soddisfano alle Zp condizioni suddette, 
è della forma: 

dove ora supporremo che la curva C, abbia in ogni punto i"p*<> della f un punto 
multiplo d'un certo ordine k di moltìplicità (fc >_i), ma che può variare da uno al- 
l'altro dei punti multipli della /*, e la k^^^ sia la più generale curva dell'ordine 
8-n, la quale abbia in ciascuno dei medesimi punti della /" un punto (/d-Q^p^. Nel 
caso di 2p > (, la funzione k^^^ si ridurrà a zero, e le curve E, (o C,) formeranno 

una sene co ^ . 

Ammettiamo (per esempio) che la f sìa una curva ìperellìttica del 6® ordine, 
e del genere 2?=3, la cui equazione sia della forma Sc^c^r a^i» (t , ['=1,2, 3), dove 
aii, significano delle costanti , e le Cf=0, 0^=0 , c^—Q sono le equazioni di tre curve 
del 3^ ordine con 7 punti in comune a^ , a^ , ... , a,. 

Le cubiche aggiunte formano una serie oo«, definita dall' equazione : 

e, + X Cj + jii Cj = , 

e determinano sulla curva f una serie g/*) di gruppi di 4 punti. 

Si possono ora sulla f determinare i punti base per serie particolari dì curve 
C| del 1^ ordine. 
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Conveniamo d'indicare una curva C, , che abbia il punto a, per punto doppio, 
ed ivi le medesime tangenti della f; il punto a^ per punto triplo, e i punti a3,a4,.">^7 
per punti semplici, colla notazione | [a,^] a^^ a, ... a, ) ; allora le seguenti curve G,: 

\[a^][a^][a,*][a,^]a,a,a,\ 
formeranno delle serie, che saranno rispettivamente : 

oo*« , oo«o , oo*« , 00»; 

e le altre curve C, : 

delle serie, che saranno rispettivamente : 

Ora per le prime delle C, sono 2)p=0 , t=3, quindi per mezzo della f=0 queste 
curve formeranno delle serie rispettivamente : 



o" , oc" , oo" , 



Per le seconde delle C, sono rispettivamente £p=l , £p=2 , £p=3 , £p=4, e per 
tutte f=3 ; quindi per mezzo della f=0, queste curve formeranno delle serie ri- 
spettivamente : 

oo«» , oo" , oo« , oo'. 

Per esempio le curve C, {a,02...a, | , che passano inoltre per 24 punti fissi 
della f , formano una serie oo*, la quale per mezzo della cur^a /=0 si riduce ad 
una serie oo*. 

Parimente le curve C, [a^a^^.-Mj], che passano inoltre per 22 punti fissi della 
f. formano una serie oo«, che per mezzo della /==0, si ridurrà ad una serie qo«. 

I gradi dMnflnità di queste serie rimarranno i medesimi, anche se alcuni dei 
punti fissi delle curve G| che le formano, colla /'=0, cadranno nei punti a^ , pur- 
ché per le serie stesse rimanga sempre 2)p=0. Inoltre non varieranno i punti di 
intersezione di queste curve C, colla /=iO, anche se cadendo alcuni dei punti fissi 
comuni a queste curve e alla f nei punti a^ , il valore di £p cesserà di essere 
uguale a zero, piirchè però si mantenga sempre inferiore a quattro. 
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SUI POLIGONI PIANI SEMPLICI 



DEL 



Dott. LUIGI CERTO 



Sieno dati in un piano n punti M| H, M, . . . H„ ; e di un punto P/ del piano 
stesso si prenda il simmetrico P^ rispetto ad H, ; di Pj il simmetrico P, rispetto 
ad M^ ; etc. ; fino a costruire di P„ il simmetrico P," rispetto ad H„. 

I piani punteggiati sovrapposti 

(P,0 (Pt) (P,) . . . (PJ (P,") 

sono, cominciando dal secondo, ciascuno simmetrico al precedente ordinatamente 
rispetto ai centri H, H^ . . • M,^ ; sicché la corrispondenza fra F ultimo (P/') e il 
primo (P/) sarà una simmetria (omotetia armonica cioè involutoria) ovvero una 
congruenza (omologia alfine ed omotetica) secondo che n è dispari o pari. Nel 
primo caso vi è sempre uno ma un solo punto doppio P^ al finito (che si ottiene co- 
struendo l'intersezione di due delle rette P/P|"); tutti gli altri punti doppii co- 
stituendo la punteggiata air infinito del piano. Nel secondo caso o non v'è nessun 
punto unito al finito , ma tutt' i punti uniti costituiscono la punteggiata all'infinito 
del piano ; ovvero tutt' i punti del piano sono uniti , cioè i piani (P/') (P/) sono 
coincidenti. 

Perchè quest'ultimo fatto avvenga sono necessarie e sufficienti due condizioni 
elementari, (poiché è necessario e basta che un punto arbitrario P/' coincida col 
suo corrispondente P/); e cioè degli n punti del gruppo dato è necessario e basta che 
n— 1 sieno arbitrarii e Yn^ sia individuato, in un modo semplicissimo, da essi. 
È pur facilB vedere che questa connessione del gruppo di n punti si può rappre- 
sentare colla esistenza di una catena e però di y catene diverse di parallelogrammi 

M^H^i M<4.|N^ N,-M<^, Nj.^.,M<+ii_j N<+,M^-^.4 N<+jM^^.||_j 
N n M n N „ M „ N „ M „M^ „ M, „ fi= 1, 2, 3, ... ,^) ; 
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dove ì punti ausiliarii 



t 1+1 Ì+-J-8 



t 



fanno da nodi. 

Il problema: Costruire un n-agono semplice P1P2PS... P^i, quando son doli 
i centri M| Hj M, ... M^^ dei suoi laliy ha sempre una ma una sola soluzione (è di 
1^ grado) allorché n è dispari; e una costruzione del poligono si trova già impli- 
citamente data innanzi (primo caso). É impossibile indeterminato duplamente 
quando n è pari ; e cioè, allora, se partendo da un punto arbitrario assunto come 
vertice iniziale si riesce a costruire il poligono, si riuscirà partendo da qualunque 
altro punto ; se no non si riuscirà con nessun altro punto. 

Quando n è pari tutti gli n-agoni semplici del piano costituiscono un sistema 
2n volte infinito distribuito in 2a — 2 infinità di sistemi dupli, ciascun dei quali è 
composto degli n-agoni che hanno uno stesso n-agono dei centri dei lati. In ac- 
cordo col fatto che gli n-agoni che possono assumersi come n-agoni dei centri 
sono appunto in numero 2n — 2 volte infinito. Ciascun d*essi, nel sistema generale 
uP^, è come il nucleo di tanti sistemi dupli. 



ERBATA CORRIGE 

P. 33, 1. 1 e p. 232 1. 7 da sotto in luogo di Quistione 52 leggasi Quistione SI. 
P» 188, 1. 4 da sotto invece di 1 e leggasi 1 0. 

P. 197, 1. 6 da sotto dopo il 1^ segno di eguaglianza si inserisca 11 fattore ^_^ . 

P. 204 1. 21 dopo le parole « proprietà dei sistemi numerici a base n aggiungasi 
a negativa. Adottando il sistema » 

P. 220 1. 3 da sotto dopo le parole a a basi positive » aggiungasi a oppure en- 
trambi a basi negative. 
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GLI ELEMENTI IMMAGINARI DELLE FORME BINARIE CUBICHE 



DI 



GIULIO PITTARELLL 



Lettera al Prof. Giuseppe Battaglinl. 
JM.*^ Sig. Professore, 



Da più tempo, e per bisogno de' miei studi, mi occupai degli elementi imma- 
ginari coniugati di una forma binaria cubica ; e ne feci motto a Lei in qualcuna 
di quelle lettere, che Ella mi permette di scri?erle per darle conto de' miei lavori 
e domandarle aiuti e consigli. 

Ora intanto Le vo' dare più estesa notizia de' risultati cui giunsi. 

Ma, prima, la sua modestia permetterà un' osservazione intomo alla Memoria 
del Prof. Sturm « Darstellung binàren Formen auf der cubiscben Raumcurve d, 
eh' io ebbi agio di studiare due anni fa (e cioè quattro dopo la pubblicazione fat- 
tane nel Crelle's Journal) in una traduzione italiana, mandatami ad imprestito dal 
gentile Prof. D'Ovidio. Dice dunque lo Sturm, dopo aver costruiti i punti hes- 
siani di una terna di punti data sulla cubica gobba, che proiettando la curva da 
un suo punto sopra un piano si ottiene una proposizione intorno alle coniche, co- 
municatagli dal Yoss. La proposizione è questa: « Data una terna di punti ABC 
a su d'una conica y^ , le tangenti in A,B,C a 72 incontrano i Iati BC , CA , AB in 
a tre punti Ag , B^ , Co situati, com' è noto, in una retta h. Questa retta b incide 
« sulla Y2 i punti hessiani della terna ABC ». 

Ebbene questo teorema, lo ricordo non a Lei ma a me, e senza punto meno* 
mare il merito del Y s s odi chiunque a cui potette venire poi in mente, si trova in 
una Nota pubblicata da Lei nel Rendiconto dell'Accademia di Napoli, febbraio 1866. 

Sebbene poi Ella non dica, pare a me, espressamente, come il teorema si possa 
dimostrare, pure s'intende ch'Ella Io ricavasse dalla stessa teoria de' centri armo- 
nici di l"" e di 2^ ordine. Ed è giusto. 

Ha non meno immediata è la soluzione del problema di trovare i punti bes- 
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sìani della terna ABC , se si parte dal Tatto , che tali punti sono quelli che con 
ABC formano quaderne equianarmoniche. Basta, per questo, trasportare su y, la 
costruzione data dal Prof. Cremona per punti in linea retta, nella sua a Intro- 
a duzione ad una teorìa geometrica delle curve piane ». Ossia: 

a Si costruiscano le serie proiettile su y, determinate dalla relazione 

(1) (AB,CM) = (BC,AMO, 

a dote M ed M' sono punti variabili corrispondenti : i punti uniti H| ed H, di tali 
a serie saranno i richiesti punti hessiani 9. 

Or per trovare la coppia HiH, , si applichi alle serie proiettive (1) la costru- 
zione solita per due serie proiettive qualunque individuate su y, ^^ ^^^ coppie di 
elementi corrispondenti AA' ,BB',CC': si trovi cioè la retta Pascal delFesagono 
semplice AB'CA'BC, retta che unisce le intersezioni delle coppie di lati opposti 

AB',1?B ; BC',FC ; CA',C^. 

Le intersezioni, reali coincidenti immaginarli, di questa retta Pascal con 
Yj , sono i punti uniti delle serie proiettive. Per avere la retta Pascal relativa 
ad 1), si deve porre A' = B , B' = C , C = A. Cosi perveniamo alla costruzione già 
data da Lei, rappresentando con AA , BB , CC le tangenti in A,B,C alla conica 7^. 

Ella , per altro , non esamina il caso che due elementi della tema diventino 
immaginari coniugati. Ebbene dalla sua stessa costruzione si può trarre il modo 
di determinare linearmente la retta h il suo polo H rispetto a^,, anche quando 
uno solo degli elementi A, B, C è reale. 

Completo prima la figura costruendo, per la tema reale ABC, i punti A',B',G' 

del covariante cubico della terna, tali cioè che le rette AA' , BB^ , CC' concorrano 
in H. Costruisco poi i punti 

A^sAA'-BC , A/=AA'.FC' , Ao' = AF-ft, 

ed il polo A2 di BC^ rispetto a r^ , il quale deve giacere su AA', perchè la coppia 
BC appartiene a queirinvoluzione della quale A, A' sono i punti doppi. 

Or, essendo i punti AC , B'B armonici, proiettando da 6 e segando con aF , 
si hanno le relazioni 

(2) (AC , B'B) = B (AC , B'B) = (AA, , HA^ = - 1 . 
E poiché As è il polo di BC", si ha pure 

(3) (AA',AA) = -1- 

VOL. XXIII. 41 
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Inoltre le rette bU , B^ si devono intersecare in un punto della polare di H \ 
perciò B'C passa per Aq ; e dal quadrangolo completo BB'CC sì trae 

(4) (Ao'H , A.A/) = -l. 

Dalle (2) e (3) si possono eliminare successivamente i punti A, ed Aj , usando 
deirequazione identica tra cinque punti UVPQB 

(5) (UV,PQ)(UV,QR) = (UV,PR). 
Perchè, infatti, ricavando da (3) Taltra relazione 

(AA| , AjA ) = rt 

e moltiplicandola per Tultima delle (2) si ha per (5) 

(6) (AA. ,HA') = -|. 

Cosi pure, ricavate da (2) e (6) le altre 

(AH,A,A0 = 2 , (AH,A'AO=|, 
moltiplicandole tra loro viene 
(1) (AH,A'A,) = |. 

Le (3), (6), (7) mostrano eh' è indiiTgrente conoscere prima A| o prima Ag • 
supposti conosciuti A,A' ed H. Costruisco perciò Af. 

a) a A| sì può costruire con due quarti armonici successivi, il primo dei quali 
a è ausiliario, ed il secondo è proprio A, ». 

Invero trovato X dalla relazione 

(A'H, AX) = -1, 
il punto Al sarà determinato dall'altra 

(A'X,HA,) = -1. 
Perchè da queste due relazioni d'armonia si traggono le altre due 

(HA',AX)=-1 , (HA',XAO = |, 
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che moltiplicate tra loro danno 

(HA',AA,) = -| 

eh* è precisamente la (6). 
Dati invece A , A' ed A, , 

^) « H si può determinare nel medesimo modo con due quarti armonici )>. 
La determinazione si fa per mezzo delle due relazioni 

(AA, ,A'Y) = -1 , (AY,A,H) = -1, 

analoghe alle precedenti. 

Or Ella vede come per mezzo delle costruzioni lineari e proiettive (a) e (^) 
si risolvono i due problemi fondamentali nella teoria delle forme cubiche : 

I) Dati gli dementi di una forma cubica, costruire quelli deW lieasiano e 
del covariante cubico ; 

II) Dati gli elementi delVhessiano, costruire la forma ed il suo covariante 
cubico. 

Perchè se A . B , C sono reali, torna la costruzione data da Lei. Ha se B e C 
sono immaginari coniugati, dovendo in ogni modo esser data la retta reale che li 
contiene, sia questa a. Condotta la tangente in A a Yj si trovi il punto Ao=AÀ • a 
e da esso si guidi l'altra tangente a 7,: il punto di contatto A', necessariamente 
reale, apparterrà al covariante cubico. Con ciò si ottiene immediatamente il punto 
A, = AA'-a; e la costruzione (^) dà il punto H, necessariamente esterno a 7, in 
virtù dell'ipotesi fatta su B,C, come mostra la (6). Da H si trovano i punti hes- 
siani H, , H2 (reali in questo caso), segando 72 con la h polare di H. La retta reale 
a', che contiene l'altra coppia B'C del covariante cubico (coppia immaginaria), sarà 
quella che unisce Aq al punto A/ determinato da (4), dove A^' è conosciuto , per 

essere A/ = AA'-/i. 

Per costruire poi una delle infinite soluzioni che ammette il secondo proble- 
ma, deve esser dato a piacere un punto della terna da costruire : sia A. Poiché H 
ed h devono esser dati in ogni modo, siano no reali i punti H, ed H29 si cer- 
chi il punto Ao = AA*/i, la cui polare rispetto a ^g fornisce A'. 

La costruzione (a) poi dà A, etc. etc. 

Risoluti in tal modo ed in tutti i casi i due problemi precedenti, la costru- 
zione della corrispondenza (1,2) tra gli armonici di 1*^ e di 2^ ordine si attua senza 
difficoltà, com' Ella insegna se la terna ABC è reale, e con qualche modificazione 
di forma se la terna ABC non è tutta reale. 

Ella, in sostanza, dice questo, che la terna ABC sulla conica Y2 ^^ ^ tre raggi 
HA , HB , HC del fascio (H) determinano due forme proiettive tali, che se M, è un 
punto della prima forma, il raggio ad esso corrispondente nel fascio (H) sega la 
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Yj nei punti Mj' , M," armonici di 2*^ ordine deirarmonico di r ordine M, rispetto 
ad ABC. 

Or se U è un punto qualunque di y^, i cinque punti U,H»A,B,C individuano 
una curva Y2'» che può servire poi alla costruzione della corrispondenza (l«2) tra i 
centri armonici. E qui osservo di passaggio che se II è preso comunque nel piano 
e rispetto ad ABC, insomma non sia il punto determinato come sopra, la conica 
Y/ conduce alla corrispondenza (1,2) generale, della quale ragionai in due memo- 
rie, inviate al Ministero di P. Istruzione» che le sottoporrà al giudizio della R. Ac- 
cademia de* Lincei pel concorso al premio. 

La conica 72' ^ sempre costruibile, quand'anche B e C diventino immaginari 
coniugati. Perchè, assegnando sulla retta BC = a una punteggiata involutoria (ne- 
gativa) costituita da punti reciproci coniugati rispetto a ^^i '» Ti' è individuata 
come quella che passa per i tre punti reali U,H,A, e per la quale sono anche re- 
ciproche le coppie della punteggiata involutoria a. 

Del resto poi, si può fare a meno della YsS disponendo convenientemente di 
U. Cada U in A'. I fasci A'(ABC...) ed H(ABC...) sono prospettivi a cagione del rag- 
gio unito aT=HA, e proiettano la stessa punteggiata a = BC. Ella dunque vede 
allora siccome la costruzione de' centri armonici di 1^ e di 2® ordine si possa ef- 
tuare per mezzo di fasci prospettivi : e propriamente in tre modi se la terna ABC 
è reale, in un sol modo se un solo punto di essa, A p. e., è reale. 

Tornando ancora per poco alle due serie proiettive definite dall'equazione 1), 

la conica 7^" inviluppata dalle rette MM' ed avente poi un doppio contatto con y^ 
nei punti hessiani è appunto quella inscrìtta nei due triangoli ABC.A'B'C, perchè 
le coppie AB,BC . CA,A'B' , B'C'.C'A' sono costituite da elementi corrispondenti. La 
72" serve a costruire l'involuzione cubica individuata dalle due terne ABC,A'B'C'. 
Si vede pure facilmente che -^t tocca i lati BC , B^' nei punti A ^ ed A,' . poi- 
ché questi corrispondono ad A^ nelle punteggiate proiettive determinate sulle rette 
BC , B'C dalle altre quattro tangenti. 

Se la coppia BC (e però anche B'C) diviene immaginaria , la y," non è per 
questo meno determinata : di essa si conoscono anzi quattro tangenti 

BC , B C , HH| , HH2 

ed i relativi punti di contatto A, , A/ , H, , H^. 

In questo caso la proiettività (1) non si può più costruire al modo solito, p. e. 
per mezzo dei fasci B(ABCM...) ed A(BCAM'...) prospettivi alla punteggiata /i, per- 
chè B è un centro di proiezione immaginario. Ma costruita le y," 9 come ho detto, 
ogni tangente di essa incontra 72 ì^ P^nti immaginari appartenenti alle forme 
proiettive (1), ed il rapporto anarmonico z di queste coppie con la coppia H^H, 
è eguale ad una radice cubica immaginaria dell' unità positiva. Perchè , essendo 
H| , H2 punti uniti ed MM' , AB , BC , CA coppie di elementi corrispondenti, dalle 
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relazioni (note e vere per forme proiettive qualunque) 

z = (MM' , H.H,) = (AB , H,Hi) = (BC , H,H,) = (CA , H^H,) 

e dalla (S) applicata ai cinque punti ÀBCHiH, , si trae subito 

a» - 1 = 0. 

E di qui, escludendo il valore 1 inammissibile per quattro punti distinti, si trae 
z' - cos Y + 1 sen — , z" = cos -«- — i sen -5- . 

Le costruzioni precedenti si trasportano con facilità su di una cubica gobba 
^3 , sia proiettando h^ da un suo punto mediante un cono di 2** ordine, sia (e cosi 
avremmo, mi pare , un maggior numero di configurazioni geometriche) riferendo 
proiettivamente tra loro il sistema piano cui appartiene la conica -Xi ed il sistema 
delle secanti di ^3. 

Ha non più di questo. 

Soltanto Le devo dire, che lo scorso autunno,, nel breve tempo che fui a Na- 
poli» ebbi conoscenza di una Nota dello Schroter « Zur Gonstruction eines àqui- 
anharmonischen Systems », Math. Annal. Bd- 10, pag. 120, Nota posteriore alla 
Sua. Lo Schroter distingue bene i due casi del reale e dell* immaginario , ma 
rappresenta la terna sopra una retta L , introducendo poi una certa conica , non 
come sostegno di rappresentazione , ma come mezzo di costruzione. I risultati di 
quella Nota del matematico tedesco si deducono da quelli esposti in questa lettera, 
proiettando da un punto di 72 ^^ di L. 

Ma per la diversità tanto dei punti di partenza quanto dei metodi dimostra- 
tivi , ed anche perchè lo Schroter non si occupa dei centri armonici, io non 
stimo del tutto inutile la prova fatta da me , e della quale lascio giudice Lei , di 
cui seguii le orme. 

Mi creda quel che io sento di esser sempre 



Aquila 11 maggio 1885 



Aff.^^ e Dev.^ Discepolo 
Giulio Pittarelli. 
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SOLUZIONE DELLA QUISTIONE 46 

DI 

OECtO TAVANI 

aloDDO di 2° anno delU R. Università di Napoli. 



Dimostrare che se gli elementi dei determinante 





«,., 


«... 




«i.«-i 


1 




"t.. 


«t.. 




%,«-» 


1 


A„ = 


• 


• 




• 


■ 




W«-1.l 


««-1.J 




««-!.«-. 


1 




»»,» 


«».» 




M»,n-i 


1 



Poniamo 



donde 
(2) 
(8) 
(*) 



*«n-l 



soddisfano alle relazioni 
si ha 



V = n. 



'^P.f - Wp,, ~ Wp4.|,i 
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Elevando a quadrato la (2), dando nel risultato ad 8 successivamente i valori 
1 ,?,... 9 n - 1 e sommando si ha 



ma in virtù delle (1) 

«ofl-t «aA-f «sf|~fl 

laonde la (S) si riduce a 
(6) 



<9ll-l 



•«I 



Operando sulla (8) come sulla (2) e tenendo conto della (6) si ottiene 



•sfl-fl 



e poi dalla (4) si ha 



2, ^P,.V«,. = 0» 



«sii— f 



e cosi vìa si ricava che in generale 



0) 



•sfl-i 



i, ^p.ìVm = -* ^PP^^^ =® 



secondo che /i = 1 oppure h > 1 . 

Ciò posto se nel determinante A^ sottragghiamo da ciascuna linea la seguente, 
abbiamo 



A« = 



^1,1 ^i,« 



. V, 



^t.l ^t,t • ^2,fl-l 



^«-«,1 ^«-1,» * ^«-1,11-1 
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Elevando a quadrato, e tenendo presenti le (1) e (7) si deduce 

2-1 0.0 

-1 2-1.0 

0-1 2.0 

• • • • 

0.2-1 

. -1 2 

Sviluppando secondo gli elementi della prima linea sì ha 

cioè 

e poiché evidentemente 



si ricava infine 



V = n. 



Napoli , Luglio 1885. 
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SOLUZIONI DELLE QUISTIONI S3 e SS 

DI 

GAETANO DE MARCO 
alunno di 2* anno deila R. Università di Napoli. 



53. La 105>"> parte dell'area di un cerchio rappresenta Tarea media di tutti 
i triangoli il cui perimetro è uguale al raggio del cerchio. 

Indicando con x, y, z i lati variabili del triangolo, e con 2p il perimetro si ha 

a; + 2/ + z=2p (1) 

e Fespressione dell'area del triangolo è 

Vp(p-x)(p-i/)(p-.2) (5) 

la quale per mezzo della (1) diventa 



Vp(p - a) (p - 2/) (a? + 1/ - p) . 
Il valore medio di questultima funzione è espresso da 



1 cto / 

J 3 J 2 



Vp(p-x)(p-t/Xx + !/--P) dy 



ovvero da 






X 



rn 



Vp(p - a5)(p - y){^ + y - p) 



pp nP 

1 dx ì dx 

•' J p-ac 



secondochè si suppone che i triangoli sieno tutti distinti tra loro o no. 
voL. xxiu. 48 



Digitized by 



Google 



)( 318 )( 

E facile scorgere clic nnibediie le succitato espressioni debbono condurre allo 
stesso risultato, quindi, per facilità, si calcolerà solo la seconda. 

L'integrale I 's/ip-y)ix+y-p) dy si troverà ponendo 



V(p - y)(x -f 2/ - p) = (p - y) z , 
e così si trasformerà in 

il cui valore è : 

-.jarctg. + ^-^-^-^f, 

il quale, facendo ritorno alle primitive variabili, diventa : 

^ jac^arctg V^^+ ^ 'JiP-yKx-^-y-p) - 2(p-2/) V(p-y)(a?+y-"p). 

Si ha dunque : 

j V(p-?/)(a?+i/-p) dy =^ » 

Si ha pure 

Sicché il valore medio cercato è 






105 • 
Si dimostra similmente che : 

La 105"°* par^e della circoiìferenza di un cerchio rappresenta il valore medio 
del raggio del cerchio iscritlo in un triangolo variabilCy il cui perimetro è uguale 
al raggio del cerchio primitivo. 

Il valore medio di un raggio dei cerchi eohiscrilli nel triangolo variabile 
suddcllOj è la 15™* parfe della circonferenza che ha per raggio il perimetro del 
triangolo. 

Il valore medio del quadrato delV area del triangolo variabile di perimetro 

p* 
2p è wgtuile a ^. 
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35. Se si considerano tutti i triangoli di perimetro dato, le medie lunghezze 
dei minimi, medii e massimi lati sono proporzionali al, 13, 16. 

Indicando con x, y , z rispettivamente le lunghezze dei tre lati variabiH del 
triangolo di perimetro dato P, dovrà aversi x + y + :s = P, equazione che individua 
un piano t: che taglia sugli assi delle porzioni uguali a P , e (polche le variabili 
xy z si considerano come positive) precisamente quella parte del piano tc com- 
presa fra le direzioni positive degli assi, e che costituisce un triangolo equilatero 
XYZ di cui indicherò con X, YjZ, i piedi delle mediane , e con il punto in cui 
dette mediane si tagliano. 

Indicando con x la lunghezza del lato maggiore, e con z quella del minore, 
le condizioni a? > j/ , y > z fra le coordinate dei punti di tc individuano quella parto 
del triangolo XYZ compresa rispettivamente fra le rette ZX , ZZ « ed XY , XX, e 
propriamente il triangolo OZ|X. 

Ora, colle su esposte condizioni, acciocché colle coordinate ce, y, z di un punto 
del triangolo OZ^X sia possibile formare un triangolo è necessaria la condizione 
y -{■ z> x, alla quale soddisfanno tutti i punti del triangolo XYZ compresi tra le 
rette Y,Z, e YZ. 

Sicché posto XXj-YjZ, = R, ogni punto del piano del triangolo ORZ, ha per 
coordinate tre segmenti che possono essere presi per lati di un triangolo che sod- 
disfi alle condizioni del problema. 

Ora le coordinate di sono 

L L L 

3 * 8 ' 3 



quelle di B sono 



e quelle di Z, sono 



P_ P P^ 
2 ' 4 ' 4 



P P 

2 ' 2 ' "' 



sicché le coordinate del baricentro del triangolo ORZ, saranno 

16p l?p Ip 

36 * 36 ' 36 

e. s. d. d. 

Napoli, Luglio 188S. 
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QUESTIONI 



Dimostrare le seguenti identità, in cui (' ) denota il coefllcieute di a^ nello 
sviluppo di (1 + a;)" 



2n(2n+3) /^2rtV_'v' 



t3) /'2nY_ y r 1 /2A:\ /4n-2/c+?\ l 

)* ^»^ ~j^L(n-fc)(n-/t+l) vfc/ V2n-ft+l /J 



a». 



(n+1 
2-»»-9 /2n\» . "v I n+/c+l 



;e:)""-=|[ 



ft') 



(n+l)* \n/ jH (2n+2fc+l)»(2ft+2fe+3)*(4n+2fc+3) /4n+2fc+2 



/4n+2&+2\ 
V2n+&+W 



/2n+lV_Vrl 4ii+4fe+3 /2n+2fcyi 



G. Vivant). 



60. Lasciando ad s e a C i significati loro attribuiti nella quistione 56 (pa- 
gina 167) e chiamando Bp il p*""» iVitnicro di Bernoulli, dimostrare che, se si 
pone 

- (2k)»* 

= / • C— IJ' B»i Bii4.s • .„.. ^. , 






poi 



si ha : 



I-C 8-C 1, , 



n(n+l) , 1 n* 



. n* n, lA n A 2 '12 4 ^ 720n* 



6 "■ 9 "^ 36 720n ' 



w(n-fl)(2w +l) w»^5w4-l _6^ 
1.2*.3».4*«...n«* = A'/i ^ .e 

dove 6 e 0' sono frazioni propriamente dette. 



Ernesto Cesano. 
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V V 






^v->^ 






■.^- 



